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1 The Nature of Dynamic Optimization

1.4 Alternative Approaches to Dynamic Optimization
1.4.1 [X]

From Fig. 1.6, find V*(D), V*(E), and V*(F). Determine the optimal paths DZ,
EZ, and FZ.

State

Stage 1 Stage 4 Stage 5

FIGURE 1.6

Considerando problema de minimizagao de valores, no estégio 5, temos:
Vi) =3,  V(J)=1 e Vi(K)=2,
pois ha apenas a possibilidade de ir ao ponto Z a partir destes 3 pontos. Agora, considerando
0 inicio no estagio 4, temos:

N arco GI +V*(I)=2+3=5, | _
V(G)_mm{arcoGJ+V*(J):8+ 9}_5
. . arco HJ +V*(J) =4+1 5, B
V(H)—mln{ arco HK + V*(K)=6+2=38 }_5'
Logo, a partir do estagio 3, segue que:

. . arco DG+ V*(G) =3+5 =38,
v (D)_mm{ arco DH + V*(H) =4 +5=9 }

V*(E)=arco FH +V*(H) =345 =28,
V*(F)=arco FH+V*(H)=5+5=10

Portanto, as trajetorias 6timas de DZ, EZ e F'Z sao:
e DZ:D-G—-1—-7
e EZ: F—-H—J—=Z
o ¥F2: - H—J—= 7



1.4.2 [X]

On the basis of the preceding problem, find V*(B) and V*(C).
optimal paths BZ and CZ.

Determine the

State

Stage 1 Stage 4 Stage 5

FIGURE 1.6

Do exercicio anterior, temos:

V(D) =5,
V*(E) =38,
VE(F) = 10
Calculando V*(B) e V*(C):
vy . J arco BD+V*(D)=7+8=15 | _
Vi(B) _mm{ arco BE + V*(E) =5+8 =13 }_5
s . JarcoCE+V*(E)=2+8=10, | _
Vi) = mm{ arco CF + V*(F) = 6+ 10 = 16 } 10.

Portanto, as trajetorias 6timas sao:
e BZ:B—+E—+H—=J—=Z
e CZ.C—F—-H—J—>Z



1.4.3 [X]

Verify the statement in Sec. 1.1 that the minimum cost of production for the
example in Fig. 1.6 is $14, achieved on the path ACEHJZ.

State

I
|
!
!
B

Stage 1 Stage 4 Stage 5

FIGURE 1.6

Do exercicio anterior, temos:

Calculando V*(A), temos:

AN arco AB+V*(B)=2+4+13=15, | _
V<A)_mm{arcoAC+V*(C’):4+1O:14 }_14'

E, portanto, a trajetoria 6tima é, de fato,

o AW A-C—-F—-H-—>J—=>Z7



1.44 [X]

Suppose that the arc values in Fig. 1.6 are profit (rather than cost) figures. For
every point ¢ in the set {4, B, ..., Z} find:

State

I
|
!
|
B

Stage 1 Stage 4 Stage 5

FIGURE 1.6

(a) the optimal (maximum-profit) value V*(i), and

Agora, faremos o mesmo procedimento dos exercicios 1 a 3, porém com maximizagao ao
invés de minimizacao dos valores. No estégio 5, temos:

Vi) =3, V)=1 e V*K)=2,

pois ha apenas a possibilidade de ir ao ponto Z a partir destes 3 pontos. Agora, considerando
0 inicio no estagio 4, temos:

o arco GI +V*(I) =2+ 3 =5,
ViG) = max{ arco G.J + V*(J }

arco HJ + V*(J

v (H):max{ arco HK + V*(K) =6 +2 =

A partir do estagio 3, segue que:

. B arco DG+ V*(G)=3+9=12, | _
v (D)—max{ arco DH+V*(H)=4+8=12 }_12’
V*(E) =arco EH+V*(H) =3+ 8 =11,
V*(F)=arco FH+V*(H)=5+8=13

Logo, no estagio 2,

s/ . J arco BD+V*(D)=74+12=19, | _
V<B>_mm{arcoBE—i—V*(E):5+11:16 }_19
wirn . JarcoCE+V*(E)=2+11=13, | _
V(C)_mm{arcoC’F+V*(F):6+13:19 }_19'



E, portanto,

wiv . | arco AB+V*(B)=2+19=21, |
V(A)_mm{arcoAC’+V*(C’):4—|—19:23 }_23'

(b) the optimal path from i and Z.

As trajetérias 6timas de cada i até Z sao:

12:. I — 7

JZ: J - 7

KZ:

GZ:
HZ:

DZ:
EZ:
FZ:

BZ:
CZ:

AZ:

K—Z

G—J—= 7

H—-K—=Z7

D—-G—-J—=272 ou D—-—H—-K-—=Z7
F—H—>K—Z
F—-H—-K-—>Z

B—-~D—-GG—-J—/72 ou B—-D—-H—->K-—=Z7

C—-F—-H—->K-—=/Z7

A—-C—>F—-H—-> K= _Z.



2 The Fundamental Problem of the Calculus of Variations

2.0 [X] Definigoes, Proposigoes, Lemas e Observacgoes

Regra de Leibniz (Chiang), 1999). Seja a integral definida

I(x) = /b F(t,z)dt

em que assume-se que F'(t,z) tenha uma derivada continua F,(¢,x) no intervalo [a,b]. Entao,
o efeito da mudanca em x na integral ¢ dada pela regra de Leibniz:

dl b
& — | B, 2)dt 2.6
s R (2.0

Integral por Partes.
b b
/ udv = uv|Z—/ vdu (2.15)

Equacao de Euler (Chiang, 1999)).

d
dt
Fy’y"y”(t) + Fyy"y,(t> + Iy —Fy=0

Fy—-F,=0 < (2.18)

Caso especial I (Chiang, 1999): F = F(t,y’). Neste caso especial, a fungao F' ¢é livre de y,
implicando em F,, = 0. Entao, a equacao de Euler se reduz a dF,,/dt = 0, com a solugao

F,, = constante. (2.20)

Caso especial II (Chiang, 1999): F' = F(y,y'). A funcao F é livre de ¢, implicando em
F,, = 0. Entao, a equacao de Euler se simplifica em

Fy’y"y”(t) + Fyy’-y,(t) —F, =0,

com a solucao
F —y.F,, = constante. (2.21)

Caso especial IIT (Chiang, 1999): F' = F(y'). Neste caso especial, a fun¢ao F' depende
apenas de 1/, entao, a equagao de Euler se reduz a

Fyyy"(t) =0. (2.24)

Caso especial IV (Chiang, 1999): F' = F(t,y). Neste caso especial, a fungao F é livre de
', implicando em F,y = 0. Entao, a equacao de Euler se reduz a

F,=0.
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Caso com diversas variaveis de estado (Chiang, (1999). Com n > 1 variaveis de estado
em um dado problema, a funcional se torna:

T
V[yl,---,yn]=/ F(t;y1, s Yns Y1, ooy Y )t (2.26)
0

e haverd um par de condigoes inicial e terminal para cada varidavel de estado. Neste caso,
teremos n equagoes de Euler:

d

- — —F,
Toodt

F, by =0, Wte[0,T], j=12.n (2.27)

Caso de derivadas de ordem superior (Chiang), (1999)). Uma funcional com derivadas de
ordem superior de y(t) pode ser escrita como

T
Viy] = / Ft,y, 'y, . y™)dt. (2.29)
0

A funcao F', com uma variavel de estado y e derivadas de y até a n-ésima ordem, pode ser
transformada na forma com n variaveis de estado com suas derivadas de primeira ordem.




2.1 The Euler Equation
2.1.2 [X]

Find the derivatives of the following definite integral with respect to z:

b
]:/ 22dt

ar d (°

dr — dr J,

2rdt

b dl’4
— / %dt (Regra de Leibniz|)

b
= / A3 dt

= [43:315 + C]Z
= 42*(b — a).

10



2.1.3 [X]

Find the derivatives of the following definite integral with respect to x:

b
I:/ et

ar d [* _,
—=— Tt
de dx J, ¢
b defxt
— /a . dt (Regra de Leibniz)
b
- / e P (—t)dt (L£ef@ = /@ e /()

b
= — / te "tdt. (1)

Usando [Integral por Partes, sabemos que

b b
/ udv = uv|2—/ vdu (2)

—xt

logo, se u =t e dv = e ™, entao

du = dt e V= —

De fato, derivando v em ¢, temos:

—xt\ '/ 1
dv = (—6 > = ——e "(—x) ="

X

Portanto, usando em , segue que
dI b —axt b b —axt
e [
dx a x u a x
et b b —xt
L)
Lz ], a x

ro — _ b
te t e .Z’t:| —xt —xt

T T2

a

11



2.1.4 [X]

Find the derivatives of the following definite integral with respect to x:

2z
I:/ etdt
0

d 2x d .
% ; 6tdt = % [et}é
— % [62;1: . 60}
262x

12



2.1.5 [X]

Find the derivatives of the following definite integral with respect to x:

2x
]:/ te*dt
0

d 2 2
— te*dt = i (ex/ tdt)
dz J, dz 0
d t2 2x
_d (2?0
Ta\" |2 T2
d

= e"22” + e"4x (regra do produto)
= 2ze"(x + 2)

13



2.1.6 [X]

Find the extremal, if any, of the following functional:

1
Vy] = / ty + 2y %dt, comy(0)=1 e y(1) =2
0

Note que F = ty + 22, logo

Fy = t, Fy/ = 4?/,7 Fy’y’ = 47 Fyy/ = 0 e Fty’ = O

Por definigao, [quacao de Fuler| é dada por:

Fyy y"(t) + Fyy /() + Fryy — Fy =0
Aplicando em nosso problema, segue:

t
4 () +0y'(t) +0—-t=0 < y"'(t) = T

Para obter y/(t), integraremos y”(t) em relagao a t:

/ " t t2
Y0 = [y'(0de= [ Jdt =<+

Para obter y(t), integraremos y'(t) em relagao a t:

t? t?
y(t) = /y'(t)dt = / (g + 01) dt = 21 + it + ca.

Para obter os valores de c; e ¢y, usaremos as condi¢oes dadas:

3

y(()):1:2—4+01.0+02 = =1
13 23
y(l):2:ﬁ+c1.1+ 2, & =

1

Portanto, a solugao 6tima (extremal) é:

14



2.1.7 [X]

Find the extremal, if any, of the following functional:

1
Vil = [ e, comy(0) =0 e y(1) =1
0

Note que F = tyy’, logo

Fy = y’t’ Fy/ = ty, Fy’y’ = 0, Fyy’ =1 e Fty’ =Y.

Por definigao, [quacao de Fuler| é dada por:

Fyy y"(t) + Fyy /() + Fryy — Fy =0
Aplicando em nosso problema, segue:
Oy"(£) + ty'(t) + y(t) =t/ (t) =0 <= y(t) =0

Usando as condigoes dadas:

y(0) =0
y(1) =0#1
Portanto, as condigoes de contorno nao sao satisfeitas, o que implica na nao-existéncia de
solucdo 6tima (extremal). [ |

15



2.2 Some Special Cases
2.2.1 [X]

Find the extremal of the following functional:

Vy] = /0 (t* + y'2)dt, comy(0)=0 e y(1)=2

Note que F(t,y') = t' +y'2, logo temos as seguintes derivadas
Y ) g g

Fy/ — 2:[_/7 Fy/y/ = 2, Fyy/ = O, Fty’ = O, Fy == 0

Por se tratar de um integrando F'(¢,y’) (Caso especial 1)), segue que

Fy =c¢; (constante)

Logo, igualando F,, obtido em e em , obtemos:

2y =) <— y’:%1

Integrando 3’ em relacgdo a ¢, temos:

C &
/y’dt = /Eldt = EIHCQ = y(1).

Usando as condigoes de contorno, segue que:

y(O)ZOZ%.O+C2 = =0

y(l):Q:%.lJr;/{O = =4

Portanto, a solu¢do 6tima (extremal) é:

y*(t) = 2t.

16



2.2.2 [X]

Find the extremal of the following functional:

2
Vy] = / Ty 3dt, comy(0)=9 e y(2)=11
0

Note que F(y') = Ty e suas derivadas sdo:

Fy=21y? e Fy, =42y (1)

Observe também que o integrando F'(y') segue o |Caso especial 111} logo

Fyyy"(t) =0 (2)
Substituindo F,, = 42y’ em , obtemos:
2y 9" =0 <<= .y =0.

Se y”(t) = 0, entao y/(t) = ¢; (constante). Logo, integrando ¢/(t) em relagao a t, segue que

/y’(t)dt = /cldt =te) + o = y(t). (co constante)
Usando as condicoes de contorno:

y(0) =9=0.c; ¢y < =9
y<2>211:202+9{9 <~ 01:1

Se y'(t) = 0, entdao y(t) = c3 (constante). Logo, este caso é incompativel com as condigdes
dadas, pois

y(0) =c3 =9 # 11 = c3 = y(2).

Portanto, segue, do caso y”(t) = 0, que a solugao 6tima (extremal) é

yr(t)=t+9.

17



2.2.3 [X]

Find the extremal of the following functional:

1 1.,
V[y]=/ (y+yy’+y’+§y2) dt, comy(0) =2 e y(1)=5
0

Note que F(y,v)=y+yy + vy + %le, logo temos as seguintes derivadas
Fy=y+1+v, Eyy =1, F,y =1, F,y =0, F,=1+y

Por se tratar de um integrando F'(y,y’) (Caso especial 1)), segue que

F —y'.F, =c (constante)

Portanto,

1,
(y+yy’+y’+§y2) —y(y+1+y)=c

]_/ !
y+yy’+y’+§y2—y’y+y'+y2 =c

Como y' = dy/dt, temos a seguinte relagao:

o
2(y — o))"
/ 1dt = / 2(y — ¢)] " dy (integrando)
o= V2V —cto (Gvavy—c=Fy—o " =2 ")
l+c—ca —
— Vi
(t+022—61) —y—c
y*(t) _ (t + 622— Cl) Te

Como ¢; e ¢y sao constantes, definiremos a constante k = c¢o — ¢1. Substituindo k em y*(t),
temos a solugao geral:

t+ k)
2
2 2
A partir das condi¢oes de contorno, segue que
0? k2 4 — k2
y'(0)=2=—=+40k+ —+c¢c <= c= (2)
2 2 2
12 k2
14+2k+ k%> 4—k?
— 7 5 i + 5~ = (usando
10=5+2k < k=>5 (3)

18



Portanto, a solugao 6tima, y*(t), é dada por:

o K2 4k
y(t):§+tk+3+ 5 (usando [2] em [1]
2 4
=—+th+ -
2+ _'_2
> 5
=—-+-t+2 (usando [3))
2 2
|

19



2.3 Two Generalizations of the Euler Equation
2.3.1 [X]

Find the extremal of V[y] = [, (1+y"?)dt, with y(0) = 0 and /(0) = y(1) = /(1) = 1.

Note que este é um |[Caso de derivadas de ordem superiorl Defina z
y",2(0) =1e 2(1) = 1. Logo:

1
Viz] = / 1+ 22dt.
0

Note que F =1+ 22 e temos as seguintes derivadas:

Fz’:22/7 Fz’z’:27 Fzz’:()a Fi.r =0, F. =0.

Por definicao, [Equacao de Euler| é dada por:

Fo,2"(t)+ Fop2' (t) + Fio — F, =0
Neste problema, segue que:
22"(t)+01t)+0-0=0 < 2"(t)=0
Integrando 2”(t), temos
/ St = oy = (1),
E, integrando 2/(t), segue que

/z’(t)dt = /cldt =1t + ¢o = 2(t).

Usando as condig¢oes de contorno, obtemos:

z2(0)=1
2(1)21201.1—1—9{1 == =0

c1.0+cy <= =1

Portanto,
Z(t) =1=y'(t)

Integrando ¢/(t) em relagao a t, temos
Yy (t) =t+cs
Usando a condigao inicial:
y(0)=0=04+c3 <= c3=0.

Entao, a solugdo 6tima ¢ dada por y*(t) = t.

20
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2.3.2 [X]

Find the extremal of V[y] = fab (y? + 22 4+ 4/2")dt (general solution only).

. . T N i /
Note que este é um |[Caso com diversas variaveis de estado, Note que F' = y2 4 22 +¢/2.
Logo, temos as seguinte derivadas:

Fy/ = 2y/ + Z/, Fy/yl = 27 Fyy’ = O, Ey’ = 0, Fy = O,

Fz’:2zl+y/7 Foo =2, Fzz/zoa th’:0> F,=0.

No caso com n = 2 > 1 variaveis de estado, teremos 2 equagoes de Euler. Usando ([2.27)):

d
para y : 0= EFyl —F,=F, . y'"(t)+ Fy .y (t)+ Fyy — F,
=24"t)+ 0y (t)+0—-0 <= ¢"(t) =0
d
para 2 : 0= %le — Fz == Fz’z"zﬁ(t) + Fzzlz/(t) + thl — FZ

=22"t)+02(t)+0—-0 < 2"(t) =0

Integrando y”(t) em relagao a t, segue que y'(t) = ¢; e, integrando novamente:
Y (t) = 1t + co.

Integrando 2”(t) em relagao a t, segue que 2'(t) = c3 e, integrando novamente:

Z*(t) = C3t + c4.

21



2.4 Dynamic Optimization of a Monopolist
2.4.1 [X]

If the monopolistic firm in the Evans model faces a static linear demand (h = 0),
what price will the firm charge for profit maximization? Call that price P,, and
check that it has the correct algebraic sign. Then compare the values of P, and P,
and give the particular integral in (2.36) an economic interpretation.

Considerando demanda linear estatica (h = 0), a funcao lucro (2.33) é dada por
7(P) = —b(1 + ab)P?> + (a + 2aab + Bb) P — (aa® + Ba + 7). (2.33")
Note que o lucro nao estéd mais em fungao de P’. Logo, temos a seguinte derivadas:
Fp =0, Fpipr =0, Fppr =0, Fipr =0, Fp = =2b(1+ab)P+ (a+2aab+ pb),

O objetivo do monopolista é

T
Maximizar H[P]:/ (P, P')dt (2.34)
0

N P(0) =P, (P, dado)
sujeito a { P(T) = P (T, Pr dadOS)

Por definigao, a equacao de Euler é dada por:
WP/P/.P/,(t) + pr/.P/(t) + mpr — Tp = 0
Para este problema, segue que

0.P"(t) +0.P'(t) + 0 — [-2b(1 4+ ab) P + (a + 2aab + b)] = 0
20(1 + ab)P — (a+ 2ccab + pb) = 0
a + 2aab + Bb

P pr—
57 2h(1 + ab)

Como a,b,a, 3 > 0, entdo Ps > 0 e Ps = P. Ou seja, sob demanda linear estatica (h = 0),
a solugao do problema do monopolista ¢é igual a solu¢ao com demanda nao-estatica. |

22



2.4.2 [X]
Verify that A;, and A, should indeed have the values shown in (2.37).

A solucgao geral do problema é dada por
P*(t) = A"t + Ase™ + P (2.36)
e, a partir das condi¢oes de contorno, temos

P(O):PQZAler’O—FAg@_T'O—FP <~ Alzpo—Ag—P (1)
P(T) = PT = AlerT + AQG_TT + p (2)

Substituindo A; de em , segue que
PT: (PO—AQ—p)GTT—I—AQ@_TT—l-P
= A, (e_TT — eTT) + Pt + P (1 — e”T) )
Isolando A,, temos

_ Pr— PR’ — P(1—eT)

A2 e—rT _ eTT
Pr— Pye'" — P+ Pe? [T
- e—rT _ erT e—rT

PTe—rT _ Poe’V‘T—TT _ Pe—rT + PerT—rT
efrTfrT _ erTfrT

PTeirT—Po—PeirT—f—P

e—QTT_l
_(PT—P)BirT—PO—I—P —1
N e~ — 1 -1
Pg—p—<PT—P)€7TT
- 1 — 27 : (3)

Substituindo em :

_ D _ _ D —rT
A1:P0—<PO P—(Pr—P)e )—P

1 — 6—27“T

Ry(1—e ) = [Py~ P~ (Pr— P)e™] — P(1—¢7)

1 — e*QTT
Ry - Pye T —Py+ P+ Pre ™" — Pe™™T — P4 Pe= 2T
- 1 — e—2rT
_P06727"T + PTefrT _ PG*TT + p672rT €2rT
- 1 _ g2 T 02T

POG—QTT—i-QrT + PTe—TT—i-QrT _ pe—rT—i-QrT + Pe—2rT—|—27‘T

€2rT _ 672TT+27‘T
. —Po—f—PT@rT—P@TT—f—P(—]_)

el — 1 —1
PO—P—(PT—P)QTT
- 1 _ 2T ‘
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2.5 Trading Off Inflation and Unemployment
2.5.1 [X]
Verify the result in (2.46) by using Euler equation (2.18).

O problema do policymaker é dado por

T
Minimizar A[?T]:/ A, 7")e Pt (2.45)
0

. 7(0) =1 (mp > 0 dado)
sujerto a { 7(T)=0 (T dado)

em que e ** é o termo que traz a perda social a valor presente.

2 2
; — Ne—pt — | (o sl —pt imei
O integrando de (2.45)), F' = A(m,7")e 7t = {(5]’) +a <j + 7T) } e~ tem as primeiras

derivadas:
r !
F, = |2« (W— - 7r> (1)] e =2 (gw’ + 047?) e "t
L J J

[ /7 1 i 1 i i s
F.o=12(—)—+ 2 <—+7r> —,] ept:2( _ —i—a,——l—a—,) e P
I (ﬁj) Bj J g2 g

e com as segundas derivadas:

2
Fﬂ./ﬂ./ =2 (1 + 046 ) G_pt

8252
F7r7r’ — 2_qeipt
J
1+ aB? 1+ af?
F/_Q( 5257r )e’)tlne(p): ( 52]'5 +—7T>€_pt
Lembre-se que a Equacao de Euler tem a seguinte forma:
d
EFy/ —F,=0 (2.18)
Fy’y’-y”(t) + Fyy’-y/(t) + Fiy — 1 =0 (2.19)

Logo, substituindo as derivadas parciais na equagao de Euler deste problema, segue que

1 2 2a0 1 2
0=2 ( +O.éﬂ ) Pt e Pl — 2p< +ab '+ 7T) -2 (—ﬂ' +a7r) e
J

3?57 3257 J J
1 2 2 1 2
0=2 ( ;2?25 ) e P’ + {7& - 2p;2—o,;5 - 2%} e Pin’ + [—2p% — Qa] e P
) [ s ]
0= . e i —=|TmH+ | —pT T
( 3257 i TRE T &
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o (LB ([ 1+af , (alp+))

- 52]'2 p 52]'2 i g g

- (557) () (45 () (52) (25
L 1+ af? P 5252 1+ af? ] 1+ af?

2 . .
0=n"—pr' — <%’2;2]>> T < 1 —pr-Qr=0, (2.46)
como queriamos demonstrar. [ |
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2.5.2 [X]
Let the objective functional in problem (2.45) be changed to

1
/ —\(m, 7" )e Pdt.
0 2

(a) Do you think the solution of the problem will be different?

A funcional objetiva no problema é dada por
T
Afr] = / A, ' )ertdt, (2.45)
0

e na forma alterada, temos
T
1
/ —\(m, 7' )e Pdt.
0 2

Note que o valor 1/2 ndo depende de ¢, portanto, pode ser reescrita como:

1

g 1
5/0 AN, 7 )e Ptdt = EA[W].

Logo, o problema de minimizagao independe de 1/2 e, logo, a solu¢ao sera a mesma. |

(b) Can you think of any advantage in including a coefficient % in the integrand?

No exercicio anterior (2.5.1), obtivemos diversos termos multiplicados por 2, logo, a inclusao
de 1/2 no integrando poderia simplificar alguns célculos sem alterar a solugao do problema (como
visto no item (a) deste exercicio). [ |
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2.5.3 [X]

Let the terminal condition in problem (2.45) be changed to

w(T) = 7r (0 < 7mp < mp)

(a) What would be the values of A; and A,?

O problema alterado do policymaker é dado por

T
Minimizar Afr] = / A, m")e P dt (2.45")
0
. 7(0) =m (m > 0 dado)
sujerto a { m(T)=mr (T dado, 0 < mp < mp)

em que
7 — pr’ — Qr =0, (12.46))

Note que a mudanga para m(7T") = 7w nao altera a solugao geral do problema de minimizagao:

0
() = A" + Age™ + & (2.47)
em que
1 .
rure =5 (% VP $10). (© = oot
Como €2 > 0, entao p = \/p? < \/p? + 4 e , portanto,

ry >0 e re < 0 (2.48)
Usando as condigoes de contorno em (2.47), segue que:

W(O):T0:A1+A2 < A1:7T0—A2 (1)
7T(T) =TT = AlerlT + AQGTZT (2)

Substituindo em , temos:

(7T0 — Ag) €T1T + AQ@TQT =TT
7T0€r1T — AQGTlT + AgerzT =TT

moe™ T 4+ A, (erzT — e”T) =mr

T — moe T

67"2T _ erlT '

Ay =

Substituindo A; em , obtemos:

T — mee™ T
Al =70 — | ————

erzT _ 67‘1T

roT emT) riT

— T + moe
ergT _ erlT

o (6

7T06r2T — T

67‘2T _ 67”1T :
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(b) Can you unambiguously evaluate the signs of A; and A,?

Como 0 < p <79, 71 >0, 79 <0eT >0, entao

T >0 e roT < 0,

e >0 e e’ > 0.

Note que, quando T cresce, r51" se torna um numero cada vez mais negativo e, portanto
q Y q ) g ) p 7
e’ — 0. Ja, quando T' — 0, temos que e"2? — 1. Logo,

0<e? <1.

rT

Agora, observe que, quando 7" aumenta, 7T e e também aumentam. Quando 7" — 0,

temos que 7 — 0 e, logo, e — 1. Portanto,
et > 1.

Assim, concluimos que

e — mp > 0. (pois 0 < m; < 7y < mee™T)

Logo,

2T,

T > 07 se 7TT/TI’[) > 6” 5
; _ T.

A= —————= < =0, se™/r =e"";
<0, se ™/, < el

Portanto, conseguimos apenas avaliar o sinal de A;, enquanto o sinal de As depende da
) Y
relagdo entre ™/x, e 2T, [ ]
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3 Transversality Conditions for Variable-Endpoints Prob-
lems

3.0 [X] Definigoes, Proposigoes, Lemas e Observagoes

Condigao de Transversalidade - TVC (Chiang), 1999).

[F — yle,]t:T AT + [Fy/]t:T AyT =0 (39)

Linha Terminal Vertical (Chiang), 1999)). Envolve T fixo (logo, AT = 0) e dy; é arbitrario.
Portanto, a condigao de transversalidade (3.9) se reduz a

[Fy],_p = 0. (3.10)

Linha Horizontal Vertical (Chiang, (1999). Envolve yr fixo (logo, Ayr = 0) e AT ¢é
arbitrario. Portanto, a condi¢ao de transversalidade (3.9)) se reduz a

[F —y/Fy],_,.=0. (3.11)

Curva Terminal (Chiang), (1999). Com uma curva terminal y, = ¢(7T), temos que yr e T
nao sao fixos e Ayr = ¢’ AT. Portanto, a condi¢ao de transversalidade (3.9)) se reduz a

[F+ (¢'y)Fyl,_p = 0. (3.12)

Linha Terminal Vertical Truncada (Chiang), [1999). Quando a linha vertical terminal é
truncada, em que ha um nivel minimo de y permitido (¥mn), a solugdo 6tima pode ocorrer
quando ¥ > Ymin OU Y5 = Ymin. A condicao de transversalidade é dada por:

[Fylier <0 YT = Ymin (YT — Ymin) [Fyl,_qp =0 (3.17 — p/ max V)
[Fylier 20 Yr = Ymin (Y7 = Ymin) [Fyl,_p =0 (3.17 — p/ min V)

Linha Terminal Vertical Truncada (Chiang, 1999). Quando a linha horizontal terminal
é truncada, em que ha um tempo maximo permitido (7,4.), a solugdo 6tima pode ocorrer
quando T* < T ou T*" =T. A condicao de transversalidade é dada por:

>0 T* < Thax (T — Thao) [F —Y'Fyl,_ =0 (3.18 - p/ max V)
[F—y'Fy],_ <0 T* < Thax (T = Thao) [F —Y'Fyl,_r =0 (3.18 — p/ max V)
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3.2 Specialized Transversality Conditions
3.2.1 [X]

For the functional V[y| = fOT (> 4+ 4?)dt, the general solution to the Euler equation
is y*(t) = 1t + c» (see Exercise 2.2, Prob. 1).

(a) Find the extremal if the initial condition is y(0) = 4 and the terminal condition
is T'= 2, yr free.

Note que se trata de um caso de linha terminal vertical, com T = 2 e yp livre. Como T
fixo, logo AT = 0.
Por defini¢do, a condigao de transversalidade (TVC) é dada por:

[F —y'Fy),_ AT + [Fy],_ . Ayr =0 (3.9)
Como AT =0 e yr é livre, entdao a TVC se reduz a
[Fyl,_p = 0. (3.10)
Da funcional V[y], temos F = > 4 /2, logo
F, =2y (2)
De e,emt:T:2, temos:
2y],_, =0 <= 2y =0 <= ¢y =0. (3)
Do enunciado, temos que y*(t) = c1t + o, entao, derivando em ¢,

(v*) = ¢y = 0.

Logo, y* = ¢ e, como sabemos que y(0) = 4, segue que ¢; = 4 e, portanto,
y* =4

(b) Sketch a diagram showing the initial point, the terminal point, and the ex-
tremal.

> X
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3.2.2 [X]

How will the answer to the preceding problem change, if the terminal condition is
altered to: T =2, yp > 37

No exercicios anterior, encontramos y* = 4, Vt. Logo, no estigio terminal 7' = 2, temos

que respeita Ypmin = 3, ja que yr =4 > 3 = Yin. [
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3.2.3 [X]

Let the terminal condition in Prob. 1 be changed to: y; =5, T free.

(a) Find the new extremal. What is the optimal terminal time 7*?

Neste caso, temos linha horizontal terminal com 7' livre e yr fixo. Por defini¢ao, a TVC é
dada por:
[F — y/Fy/]t:T AT —|— [Fy/]t:T AyT = O (39)

Como Ayr =0 e T é livre, entao a TVC se reduz a
[F— y/Fy’]t:T =0. (1)
Relembre que a funcional do problema é
T !
Vly] =/ (% +y?)dt,
0
em que F' =12+ y% e F, =2y Aplicando F e F, em (1) temos

(T2 + y'2> —y' (24) =0

T? + y’2 — 2y,2 =0
T? —y? =0. (2)
Do exercicio 1, temos
v't)=ct+e = Yy =cq. (3)

Usando em (2):

T°— =0 < T=c¢.

Usando as condigoes de contorno, segue
y(O) =4=c1.0+c < =4
yT)=5=cF +¢ = =1 < ¢=1=T" (T > 0)

(b) Sketch a diagram showing the initial point, the terminal line, and the extremal.
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3.3 Three Generalizations
3.3.1 [X]

For the functional V[y] = fOT (y+yy +y +1y?), the general solution of the Euler
equation is y*(t) = 1t* + it + ¢, (see Exercise 2.2, Prob. 3). If we have a vertical
initial line at ¢ = 0 and a vertical terminal line at ¢ = 1, write out the transversality
conditions, and use them to definitize the constants in the general solution.

Note que temos um problema com estagios inicial (fp = 0) e final (T" = 1) fixos, e com
estados inicial e terminal varidveis:

Aty =0 e AT =0, Yy, Y7 livres.

Da funcional, temos

F:y+yy’+y'+%y'2 = F,=y+1+7, (1)
e, da solugao geral,
y*(t) = %ﬁ +oat+ce = Yy@{t)=t+c. (2)
Por defini¢ao, a condi¢ao de transversalidade (TVC) é dada por:
[F —y'Fy), AT + [F,], Ayr =0 (3.9)

Como apenas os estagios inicial e terminal sao fixos, e os estados sao livres, precisamos
utilizar 2 TVC’s: uma para ty = 0 e outra para T = 1. Lembrando que §ty = AT = 0, as
condicoes de transversalidade se reduzem a:

[Fy’]t:to =0 (Al)
[Fyl,_p =0 (B1)
Usando tp e T'=1 em , segue que
y(0) = ¢ e y'(0) =, (A2)
1

y(l) = 5 + 1+ Co e y/(1> =1+ C1 (B2)

Usando (A2) e (B2) em F,, segue que:
para tg : ci+e+l1=0 < c=-1—¢ (A3)

1

para T : (1+cl)+(§+01+02)+120 (B3)

Substituindo ¢, de (A3) na expressao (B3)), temos

1 3
1+Cl+—+61+(—1—01)+1:0 < 01:—5,

2
logo,
1
Cy — 5
Portanto, a solucao geral é dada por:
1 3 1
() ==t — Zt+ =
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3.3.2 [X]

Let the vertical initial line in the preceding problem be truncated with the restric-
tion y*(0) > 1, but keep the terminal line unchanged.

(a) Is the original solution still acceptable? Why?

Nao, pois a solugao anterior assume y*(0) = 1/2, o que contradiz a restri¢ao, pois

y'(0) =1/2 21 = Yumin.

(b) Find the new extremal.

No estado terminal, T" continua fixo e yr livre, logo a TVC é a mesma:
[Fylieqr =0 (B1)
Para to, agora temos y;, truncado, ou seja, ¥ > Ymin- Logo, a TVC ¢ dada por:
Filicie 20 %y = Ymin (U, = Yoin) [Fyl iy =0 (A1)

Note que, da funcional, temos

1,
F=y+y/+y+35y° — Fy=y+1+y, (1)
e, da solucgao geral,
1
yr(t) = 5752 +at+e = Y{t)=t+c. (2)

Assim, usando tg e T'=1 em , segue que

y(0) = ¢ e Yy (0) =a (A2)
y(0) = % +c 4 e y()=1+¢ (B2)

Aplicando (B2]) em 7 segue para T = 1:

1 )
(1+Cl)+<§+01+02)+1:0 s 02:—5—261 (B3)

Note que, para satisfazer a TVC no estagio inicial (Al]), temos que

[Fyliey, =0 (A3)
ou y:() = Ymin = 0. (A4)

t=t,

Verificando [F/],_, = 0: (igual do exercicio anterior.) Usando (AZ2) em (T)), temos:

co+1+c=0 = c1=-1—c (Agl)
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Substituindo (A3.1)) em (B3)), segue que

5
Cy = —5 — 2(—1 — 02)
5!
—Co = —§+2

| ) 1
CQZE — y<0)202:§z1

Portanto, nao satisfaz a TVC em (A1l]). Entao, precisamos verificar o outro caso.

Verificando ¥ — Ymin =0 <= y*(0) = Ymin = 1: De (A2)), segue que

Y(0)=Ymn=1=c2 = =1 (A4.1)

Logo, aplicando (A4.1)) em (B3):

5t 7
1= —5 —C < Cy = —5 (A42)
Portanto, usando (A4.1]) e (A4.1)) na solugao geral (2)), obtemos:
1 7
)=t — -t + 1.
yt)=5t" =5t +
Note que vale y*(0) =1 > 1 = y,i- [ ]
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3.4 The Optimal Adjustment of Labor Demand
3.4.1 [X]

(a) From the two transversality conditions (3.34) and (3.35), deduce the location
of the optimal terminal state L} with reference to Fig. 3.4.

Seja a fungado lucro, 7(L), com 7”(L) < 0, como na Figura 3.4:

T

L)

o], FIGURE 3.4

O problema de maximizacao é dado por:

T
1
Maximizar II[L] = / [7(L) — bL"” — k] 7 dt + ;W(LT)e_pT (3.30)
0

- P(0) =Ly (Lo dado)
sujeito a P(T)= Ly (Lp > Lo livre, T livre)

Temos a seguinte equacao de Fuler:

(1)

L//_ L/
ST

= 0. (3.33)

Como ambos Lt e T sao livres, precisamos satisfazer ambas condigoes de transversalidade
emt="1T:

o [Fr],_p =0, ou seja,

/ L)
p-TH 3.34
2pb ( )
o [F— L'Fy,_r =0, ou seja,
k k
L”? = ;= L'= % (3.35)

Substituindo (3.35)) em (3.34)), temos:

k(L) , \/E
\ﬁ 20b = m(Lr) =200\ /5 = 200

Como, por suposi¢ao do problema, p,b > 0e k > 0 quando L’ # 0, entao
7' (LE) = 20Vkb > 0.

Portanto, L% deve estar localizado na parte crescente da curva m(L), ou seja, ‘q esquerda
do ponto maximo da Figura 3.4. |
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nl) = ‘“J“{”b

-1 FIGURE 3.4

(b) How would an increase in p affect the location of L}? How would an increase
in b or k affect L7

Como p,k e b afetam positivamente 7'(L}.), aumentos nestas variaveis faz com que L,
diminua, ja que os pontos com menores L (mais & esquerda do 7., — ver figura 3.4) possuem
maiores inclinacoes. |

(c) Interpret the economic meaning of your result in (b).

Note que a fungao custo de ajuste no fator de trabalho, L, é dada por
C(L)=bL* 4k, (3.29)

na qual temos que aumentos em b e em k elevam o custo de ajuste em L, o que faz com que o
lucro liquido e o trabalho diminuam.

J& um aumento em p, a taxa de desconto, d4 maior peso para o lucro em periodos mais
proximos do presente. Assim, o tomador de decisao tendera a aumentar menos os custos com
fator de trabalho que, diminuindo o trabalho e o lucro liquido. |
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3.4.2 [X]
In the preceding problem, let the profit function be
m(L) =2mL — nL? (0<n<m)

(a) Find the value of L.

Do problema (como visto no exercicio anterior), temos, em t = T,

/ L)
po T 3.34
2pb ( )
e
k k
L? = 7 — = \/;, (3.35)
logo,

7' (Ly) = 20Vkb. (1)
Do enunciado, para t = T, segue que
7(L) = 2mL — nL? (0<n<m)
— 7'(L) =2m — 2nL (2)
Aplicando em ([2)), obtemos

ooVk = 2m — 2nLy = L} _m = pvVbk,

n
|
(b) At what L value does 7 reach a peak?
Para que 7 atinja um ponto méaximo, precisamos:
7 (L)=0 e 7'(L)<0.
Logo,
, m
7(L)=2m—-2nL =0 < L=—
n
7'(L)=-2n<0 <= n>0.
Portanto, m atinge ponto méximo quando L = =, com n > 0. |

(c) In light of (b), what can you say about the location of L} in relation to the
(L) curve?

Como p, b, k > 0, entao

— pVbk
L*T:M<Lmax:%, (dado m — pvbk < m)

n
m — pv/bk
n

W’(L*T):2m—2n< ):2m—2m+2p\/ﬁ>0.

Portanto, L% esta a esquerda de Ly, ou seja, na parte em que 7'(L) > 0 (crescente). W
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3.4.3 [X]

(a) From the transversality condition (3.35), deduce the location of the optimal
terminal time 7* with reference to a graph of the solution path L*(¢).

Do problema, temos a TVC, em t =T

k k
L? = ;= L' = \/; (3.35)

em que consideramos a raiz quadrada positiva, porque L deve crescer entre Ly e Ly. (7)
[ ]

(b) How would an increase in k affect the location of 7*? How would an increase
in b affect 77

Integrando L’ em relagao a T', temos

k k
/L/dT = / \/;dT = T\/; +c=L*(T), ¢ constante.

Em t =T, temos

k b
L*(T*):T*\/;—l—c = T =(L -7

Portanto, um aumento em k diminui ambos 1/b/k e T*. Um aumento em b aumenta ambos
\/b/k e T*. Isto tem sentido econémico, pois, da expressao do custo
C(L')=bL"?+k,

notamos que k corresponde ao custo fixo. Entao, quanto maior for o k, maior serd o custo
C(L') e, portanto, menor a firma em contratar trabalho e menor o 7.

Por outro lado, b € um custo de ajustamento de L. Como a firma nao conhece o ntimero de
periodos t, entao a firma pode reduzir o custo de ajustamento elevando o T. [ |
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