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O Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo
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Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (1/7)

o Extensdo do modelo de Ramsey de comportamento de poupanga (Se¢do 5.3)
@ Baseado no artigo cldssico de David Cass?®:

e Formula o problema por controle 6timo, ao invés de calculo de variacGes

o A forca de trabalho (populagdo) cresce a uma taxa constante exégena n > 0
(Ramsey assume n = 0)

o A utilidade social esta sujeita ao desconto temporal a uma taxa constante p > 0
(Ramsey assume p = 0)

@ Funcdo de producido neoclassica:
Y =Y(K,L)

com retornos de escala constantes, produtos marginais positivos e retornos decrescentes
para cada input.

“David Cass, “Optimum Growth in an Aggregate Model of Capital Accumulation,” Review of
Economic Studies, July 1965, pp. 233-240.
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Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (2/7)

@ A func¢do producdo, linearmente homogénea, pode ser reescrita em termos per capita:

(produto médio do trabalho)

~ X~ <

y

k (razdo capital-trabalho)

@ Assume-se a funcdo de producdo como

y=¢(k) com¢' >0 e ¢"'(k)<0, Vk>0 (9.22)

@ Adicionalmente, assume-se

lim (k) =00 e lim ¢/(k)=0

Julho, 2021

The Neoclassical Theory of Optimal Growth

Alpha C. Chiang (1999)



Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (3/7)

o Grafico de ¢(k):
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FIGURE 9.1
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Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (4/7)

@ O output total Y é alocado em consumo C ou investimento bruto /,, logo,
investimento liquido, / = K, pode ser escrito como

K=Il,—0K=Y - C-0K (6 = taxa de depreciagdo)

e Dividindo K por L, e definindo ¢ = C/L para consumo per capita, temos
1.
ZK:y—c—ék:gb(k)—c—cSk (9.23)

e Note que, no lado direito de (9.23), todas varidveis sdo per capita, enquanto no lado
esquerdo ndo s3o.
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Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (5/7)

@ Para reescrevermos a (9.23) com termos per capita, usaremos a relagdo

- d d
K=—K=—(kL k=K/L
SR = (k) (k= K/L)
(L .
= kL<L) Lk (regra do produto)
= knL + Lk (n= % tx. crescimento do trab.)
= L(kn+ k)

o Substituindo K em (9.23), obtemos

%L(kn + k) = (k) — c — 0k
k= ¢(k)—c—(n+0)k (9.24)
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Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (6/7)

k descreve como a razdo capital-trabalho, k, varia ao longo do tempo

Nivel de consumo, ¢, determina a utilidade/bem-estar da sociedade em todo tempo

Logo, supde-se que a fungdo indice de utilidade social tem as seguintes propriedades:

U(c)>0 U"(c) <0, Ve >0 (9.25)
lim U'(c) = o0 e lim U'(c)=0
c—0

c—00

A fung¢do U(c) é somada ao longo do tempo e ponderada pelo tamanho do trabalho, L.
Logo, a funcional objetivo é dada por

/00 U(c)L(t)e Ptdt = /OO U(c)Loe™e Ptdt (L(t) = Loe™)
0 0
L, / U(c)e (=t gy (9.26)
0
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Modelo Neoclassico de Crescimento Otimo (7/7)

@ Cass assume que Lo = 1 e, para garantir convergéncia, que p — n > 0.

@ Logo, definindo r = p — n > 0, a funcional se reduz a
/ U(c)e"tdt (9.26')
0
@ Logo, o problema de crescimento 6timo é dado por
%0 k=¢(k)—c—(n+6)k
Maximizar / U(c)e "dt, sujeito a k(0) = ko, (9.27)
0 0 < c < [k(t)]

em que k é a varidvel de estado e ¢ é a variavel de controle.

*regido de controle de c, [0, ¢[k(t)], é demonstrada no slide 12
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O Principio Maximo
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O Principio Maximo (1/3)

@ A Hamiltoniana é dada por
H=U(c)e ™ + N[o(k) — c — (n+ 6)K] (9.28)

@ O pico de H ocorre entre ¢ =0 e ¢ = ¢ (arbitrério)

/H |
|
e — Ulc)e-rt
~ /// |
~ - |
N
N Alo(k I
// \\< [o( )—IC—(n+6)k]
/ ~ |
/ Y
0 >4 c
ey FIGURE 9.2
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O Principio Maximo (2/3)

@ Como ¢ = ¢ é o consumo tal que, no 22 termo da H (linearmente decrescente em c¢),
d(k) —c—(n+ )k =0,

segue que
a = ¢(k) = (n+ )k
e concluimos que ¢; < ¢(k) pois (n+ d)k > 0.

@ Logo, o ¢ que maximiza a Hamiltoniana é interior na regido de controle [0, ¢(k)]
@ Entdo, podemos maximizar H por CPO

H
gc V(e —A=0 = U(c)= e (9.29)
82H _ U/l( —rt 0 CI i
5c2 = c)e™ <0 == ponto de maximo
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O Principio Maximo (3/3)

@ O principio do maximo precisa de duas equacdes diferenciais:

OH

A= o = —A¢' (k) — (n+ )] (9.30)
k = %:’ = p(k) —c— (n+ )k (9.31)

@ As trés equagdes de (9.29) a (9.31) permitem resolver as trés varidveis c, \ e k.

o Porém, sem o conhecimento da forma especifica de U(c) e ¢(k), podemos apenas
fazer uma andlise qualitativa do modelo.

Alpha C. Chiang (1999) The Neoclassical Theory of Optimal Growth Julho, 2021



A Hamiltoniana de Valor Corrente
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A Hamiltoniana de Valor Corrente

@ Multiplicando (9.28) por e e definindo H. = He' e m = \e', obtemos
He = U(c) + m[o(k) — c — (n+ §)K] (9.32)
@ Neste caso, o principio maximo requer que dH./dc = U'(c) — m =0, ou seja,
m = U'(c) (9.33)

que, de fato, maximiza pois 9?H,/0c? = U"(c) < 0 (por 9.25).

@ As equacgoes de movimento das variavel de estado e de coestado s3o:

k = %’Zj = p(k) —c— (n+ )k (9.34)
m= —%IZC +rm=—m[¢ (k) — (n+ )]+ rm=—m[¢ (k) —(n+d+r)] (9.35)
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O Diagrama de Fase
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O Diagrama de Fase (1/5)

o As equacdes de movimento k e m est3o no espaco k x m

e Como é mais complicado eliminar ¢ do que m em (9.34), eliminaremos m e faremos o
Diagrama de Fase no espaco k x c.

@ Primeiro, vamos diferenciar a equagdo (9.33) em relagdo a t:

m=U[c(t)] ZL m=u"(c)

@ Substituindo m e m em (9.35), obtemos a equagdo diferencial de ¢:
U'(c)e = =U'(c)[¢'(k) = (n+d +r)]

U'(c)
0~ (n-+6 4 1) (9.36)

= —
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O Diagrama de Fase (2/5)

@ Para construir o diagrama de fase, comecamos com o desenho das curvas quando kK =0
e ¢ = 0, definidas por:

k=0=¢(k)—c—(n+0d)k

c=¢(k)—(n+d)k [curva para k = 0] (9.37)
o V), U"(c)

e= 0=~ a0~ (454 0]~ ) ()

d(ky=n+d+r [curva para ¢ = 0] (9.38)
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O Diagrama de Fase (3/5)

c
’ (n +8)k

Slope =n + 6 ¢(k) - suposto em (9.22)
Slope=n+8+r /// (ver Figura 9.1)

A P2

Construcio da curva para k = 0:
c=¢k)—(n+ 6k
(@) [¢ (k) subtraida de (n + §)k]

Curva para ¢ = 0 na inclinacdo:
¢'(k)y=n+6+r
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O Diagrama de Fase (4/5)
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O Diagrama de Fase (5/5)

@ A intersecdo das duas curvas determinam os valores estaciondrios de k e ¢, denotados
por k e ¢, conhecidos por valores da regra de ouro modificada.

@ Ainclinagdo n + ¢ determina os valores da regra de ouro do modelo de Shell (secdo
9.2), o qual n3o considera desconto temporal.

e Como a inclinagdo de ¢(k) da regra de ouro modificada, n+ 0 + r, é maior do que da
regra de ouro, n+ ¢, ent3o:

k<k e c¢<e¢
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Analise do Diagrama de Fase
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Analise do Diagrama de Fase (1/5)

@ Para fazermos andlise do diagrama de fase, precisamos saber as dire¢Ges gerais a partir
das equagdes de movimento k (9.34) e ¢ (9.36):

ok

5. = —1<0 (9.39)
e U(c)
o~ g (0 <0 (9.40)

pois U"(c)/U"(c) < 0 por (9.25), e ¢"(k) < 0 por (9.22).
@ Por (9.39), quando c cresce (indo para cima), k diminui:
o k > 0 abaixo da curva k = 0, e k < 0 acima da curva k=0

@ Por (9.40), quando k cresce (indo para cima), ¢ diminui:
e ¢ >0 aesquerdadacurva ¢ =0, e ¢ <0 adiretadacurvac=0
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Analise do Diagrama de Fase (2/5)
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Analise do Diagrama de Fase (3/5)
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Anélise do Diagrama de Fase (4/5)
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FIGURE 9.4
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ndlise do Diagrama de Fase (

Dadas as configuragdes das curvas k = 0 e ¢ = 0, o estado estaciondrio é (nico.

A constancia de k implica que y = gb(l_<) também seja constante.

Como k=K/Ley=Y/L, noponto E, temos que Y, K, e L crescem na mesma taxa.
e condicdo necessdria de um estado estacionario ou equilibrio de crescimento.

Unica forma da economia ir para o estado estaciondrio é por meio de um dos ramos
estaveis, que levam ao ponto de equilibrio intertemporal E, (k,¢).

e Isso implica que, dado uma razao capital-trabalho inicial kg, é necessario escolher
um nivel de consumo per capita cp, tal que (ko, cp) esteja em um ramo estavel.

Note que, mesmo em E, o consumo per capita permanece constante, pois assumimos
uma fung¢do produgdo estatica, Y = Y(K,L).
o Para tornar possivel o0 aumento do consumo per capita, precisamos incluir o
progresso tecnoldgico (Segdo 9.4)
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