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Secao 2.5 - Trading Off Inflation and Unemployment

Alpha C. Chiang (1999) Trading Off Inflation and Unemployment Junho, 2021 2/18



A Fungdo de Perda Social (1/3)

@ Modelo de Taylor?: Trade-off Inflagio x Desemprego, mas com estdgio terminal T.

o (Yr—Y) é a proxy de desemprego
o Y7 é a renda no pleno emprego
o Y é arenda atual

@ p é a taxa de inflacdo

@ Funcao de Perda Social
A= (Y= Y) +ap? (2.39)

com a > 0. Note que, qualquer desvio (para cima ou abaixo) da renda no pleno
emprego e do cendrio sem inflagcdo, gera perda social.

“Dean Taylor, “Stopping Inflation in the Fornbusch Model: Optimal Monetary Policies with
Alternate Price-Adjustment Equations,” Journal of Macroeconomics, 1989.
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A Fungdo de Perda Social (2/3)

e O trade-off de Phillips com expectativas que relaciona (Yr — Y) e p é dada por:
p=—BYr=Y)+m (2.40)
em que 8 > 0 e m é a expectativa da taxa de inflacao.
o A formag3do da expectativa de inflacdo é adaptativa:
7 = j(p— ) (2.41)

em que 0 < j < 1. Se expectativa de inflacdo foi subestimada (p > 7), entdo 7’ >0 e
7 serd revisado para cima.
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A Fungdo de Perda Social (3/3)

@ Aplicando (2.40) em (2.41), obtemos

™ =jlp—p—-B(Yr=Y)]=—-Bi(Yr—Y)

,n./

Yr—Y = 5 (2.42)
@ Aplicando (2.42) em (2.40), obtemos
7! 7!
p=—p <—6j>+7r = 7+7r (2.43)
@ Usando (2.42) e (2.43) em (2.39), temos a func¢do de perda social em termos de m e 7'
I\ 2 o 2
A, 7') = (5]) +a <j + 7r> (2.44)
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O Problema

@ O governo quer encontrar a trajetdria 6tima de m que minimize a perda social total
entre periodos O e T.

@ Assumem-se expectativas de inflagdo inicial 7(0) = m e terminal 7(T) = 0.
@ Todas perdas serdo trazidas a valor presente pela taxa de desconto p.

@ Portanto, o problema do policymaker é dado por

-
Minimizar /\[7r]:/ A, 7')e Pidt (2.45)
0

- m(0) =mo (mo > 0 dado)
sujerto a { m(T)=0 (79dado)

em que e ! é o termo que traz a perda social a valor presente.
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A Trajetéria Otima (1/6)

/ 2 ! 2
e O integrando de (2.45), F = A\(w,n)e Pt = [(gj) + <7r7 +7r) } e Pt tem as

primeiras derivadas:

r /
Fr= |2« (W + 77) (1)] e =2 (O,éwl + om) et
L J J

[ 7r’> 1 <7T’ ) 1] i ' T
F7r’: 2 - 7+2C¥ —+ 7T = eipt:2 — ta—= + a— efpt
I (ﬁf Bj J J o R C

1+a8? , « ) _
=2 ————7n7 + —7m ] e Pt
( 522 J
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A Trajetéria Otima (2/6)

@ E com as segundas derivadas:

L+aB?\ _ .
Fﬂ./ﬂ./ =2 (W) e P
2

Frp = —e Pt
J

1+aB? , « > _ 1+ ap? a _
Firn =2 57 + 1| e P (=p)= 20 7+ -] e "
” ( 322 J (=¢) 32)2 j

@ Lembre-se que a Equacdo de Euler tem a seguinte forma:

Frrgr 7" (t) + Frmr .7 (£) + Fer — Fr =0 (2.19)
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A Trajetéria Otima (3/6)

Logo, substituindo as derivadas parciais na equagdo de Euler (2.19), segue que

1 2 2 1 2
0=2 ( + O_dﬂ > e Pt 4 “Lemrtys 2p < +ab '+ .7r> et -2 <O.é7r' + a7r> et
J J J

62_/2 52 2

2 2
0:2(1;20_? )e‘ptw”+{2;12p1;2?262?} e_pt7r'+[2pjé2a] e i
1+ a3? o 1+a3? al o
o= (N )+ [ ot 5] [ el
1+a/a’ 1+ap*\ , [(alp+))
—< * = ()7 ()

(1"‘04/32)( /322 ) //_( 1+a52)< ﬁ2j2 >7r/_(a(P+j)>< 521-2 )7(
1+ ap? P ) \1+ a2 j 1+ ap?

2
0=n"—pr' — (W) T < 7 —pr-Qnr= (2.46)
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A Trajetéria Otima (4/6)

@ Note que a Equagdo de Euler (2.46) é uma equag3o diferencial de 22 ordem com
coeficiente constantes e termo constante:

7+ 317'(', + arm = a3
@ em que a solucdo geral é dada por?:
m(t) = Aret + Aet + 7

@ com as raizes r; e r» dadas por

1 /2
r1,r2:§ —a; /a7 —4a

@ e com a integral particular T = az/a

?Ver Chiang, Fundamental Methods of Mathematical Economics, 4th ed., 2005, Sec. 16.1.
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A Trajetéria Otima (5/6)

@ A solugao geral deste problema é dado por

¥ (t) = Are™t + Ae”t + 7 (2.47)
@ A partir de (2.46), temos que
ag=-—p a = -1 a3 =20
o Logo,
T=0 e f17f2:%<pi\/pz+74§2> (QE%)

@ Como Q > 0, entdo p = \/p? < \/p? +4Q e, portanto,

rn>0 e rp <0 (2.48)
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@ Pela condigdes inicial e terminal, temos as seguintes relagcdes

7T(0) =m9g=A1+ A
ergT

el’lT

T(T)=0=Ae"T + Ae?’ — A =-A;

@ Aplicando A; em mg:

T rnT nT
er e moe
A2 + <Azef17_> =Ty < A2 (1 — onT =Ty < A2 = m
o Logo,
A B TroerlT B Tro(erlT_erQT)_ﬂ.OerlT B _ﬂ_oerzT 249
1L=T0 = .7 T nT rnT T enT nT ( ) )
€ — € e — € (S — €
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Secao 3.2 - Linha Terminal Vertical

Alpha C. Chiang (1999) Trading Off Inflation and Unemployment Junho, 2021 13/18



Linha Terminal Vertical (1/5)

@ Agora, ao invés de m(T) = 0, consideraremos que (T ) pode variar (e T continua
fixo), ou seja, temos uma linha vertical terminal.

@ A solugao geral da equacdo de Euler é
7 (t) = Aret + Aye™* (3.23)
@ A condi¢do inicial permanece w(0) = mp > 0, entdo
A1+ Ay = mo. (3.24)
e Como 7(T) é variavel, precisamos utilizar a condicdo de transversalidade é dado por:

[F—y'F,] T AT + [Fy/]t:TAyT =0 (3.9)
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Linha Terminal Vertical (2/5)

@ Como AT =0 (pois T é fixo) e Ayt é varidvel, precisamos que

[Fy/] t=T = 0

para que a condicdo de transversalidade seja valida.

@ No modelo de tradeoff, segue que:

1 2
Frr =2 <+20.[257r’ + 0.47r> e ?T =0. (quando t =T)
B J
Logo, precisamos que o termo em parétesis seja igual a zero:
1+ap? , « , aB?j _ af?
TJQW‘FYW:O < W+W7T:0 < (leiaéz)
©(T)+on(T)=0 (3.25")
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Linha Terminal Vertical (3/5)

@ Derivando 7(t) de (3.23), obtemos
7['/*(1.') = r1A1er1t + rgAzth (3.23')
@ Aplicando (3.23) e (3.23") em (3.25'), para o periodo T, segue que

(rlAle“T + rzAzerzT) + O'(AlerlT + AzerQT) =0
(n+ 0)A1e"T 4 (r + 0)Ae”?T =0
(rp+o)erT

A]_ = —A2W (325”)
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Linha Terminal Vertical (4/5)

@ Substituindo (3.25") em (3.24), temos

<—A (ra +o)eT

At o)’ (rto)e”T _
(n+o)en’

Ay = — A(1-
> + A2 = o 2 < (n+o)ent
71'0(!‘1 +a)er1T
Ay = 2
2 (n+o)en’ —(n+o)enT (3.26)

@ Logo, substituindo Ay em (3.25"),

mo(r + o)en T (ro+o)e”T
(n+o)enT —(n+o)e”T (n+o)en”
—71'0(!‘2 +U)er2T

= 3.26'
(n+o)en” —(n+o)er’ ( )

Ay =—
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Linha Terminal Vertical (5/5)

@ Substituindo A; e Ay em (3.23) para t = T, obtemos:

(T) = Aren T + AeT
B —7o(ra + o)e™T nT no(r + o)en T T
B <(r1 +o)en’ —(rn+ a)e’2T> e« ((rl +o)en’ —(rn+ cr)e’ZT> ¢
moeTe”T [(r + o) — (rn+ 0)]
(n+o)enl —(rn+o)erT
moe T e (r + r)
C(n+o)enT —(rn+o)erT

@ Portanto, o processo de otimiza¢do n3o requer que a taxa esperada de inflacdo seja
igual a zero no estagio terminal.
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