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Uma Fungdo Lucro Dindmica (1/2)

@ Economia com um monopolista que produz uma dnica commodity.

@ Funcio custo total quadratica:
C=aQ®+8Q+~ (2.31)

em que o, 3,7 > 0.

@ Output Q é sempre igual a quantidade demandada no periodo t e depende do preco
P(t) e da taxa de mudanca do preco P'(t):

Q = a— bP(t) + hP'(t) (2.32)

em que a,b>0e h#0.
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Uma Fungdo Lucro Dindmica (2/2)

O lucro da firma, m, é dado por:

T=PQ—-C
=PQ — (aQ®+ BQ+7) (aplicando C)
= P(a— bP + hP') — a(a— bP + hP')?> — B(a— bP 4+ hP') — v  (aplicando Q)
= P(a— bP + hP') — a(a® + b*P? + h?P"? — 2abP + 2ahP’ — 2bhPP’)
— B(a—bP + hP') —
= P2 [~b—ab?] + P[a— (—2aab) — B(—b)] + P [—~ah®] + P' [~a2ah — Bh]
+ PP'[h — a(—2bh)] 4+ [~aa® — Ba—~]  (rearranjando P2, P, P2, P' e PP")

7(P,P") = —b(1 + ab)P? + (a+ 2aab + Bb)P — ah*P”? — h(2aa + B)P’
+ h(1 + 2ab)PP' — (aa® + Ba+ 7). (2.33)
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O Problema

@ O objetivo da firma é achar a trajetdria 6tima do preco P que maximiza a funcional 1
no periodo finito [0, T].

@ Ambos preco inicial Py e preco terminal P+ s3o dados.

-
Maximizar I'I[P]z/ (P, P)dt (2.34)
0

suieito a P(O) = Po (Po dado)
/ P(T)=Pr (T,Pr dados)
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A Trajetéria Otima do Preco (1/7)

@ Lembre-se que a Equagao de Euler tem a seguinte forma:

d
IFy/ -F =0 (2.18)
Fy/y/_y/l(t) + Fyy/,y’(t) + Fty’ — Fy =0 (219)

@ Precisamos calcular as derivadas parciais a partir do integrando (2.33):
mp = —2b(1 + ab)P + (a+ 2aab + Bb) + h(1 + 2ab)P’
mpr = —2ah*P' — h(2aa + B) + h(1 + 2ab)P

Tprpr = —2ah? Tpp = h(l + 2ab) mepr =0
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A Trajetéria Otima do Preco (2/7)

Substituindo as derivadas parciais em (2.19):

7Tp/p/.P” +7Tpp/.P/ +mpr —mp =0
—2ah?.P" + h(1 + 2ab)P' — 0 — [~2b(1 + ab)P + (a+ 2aab + Bb) + h(1 + 2ab)P'] =0
—2ah?.P" +2b(1 4+ ab)P — (a+ 2cab+ 3b) = 0

—2ah®.P" +2b(1 + ab)P = a+ 2aab + Bb
b(1 + ab) a+2aab+ Bb

e\
(1) ah? 2ah?

P(t) = — (2.35)
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A Trajetéria Otima do Preco (3/7)

@ Note que a Equagdo de Euler (2.35) é uma equag3o diferencial de 22 ordem com
coeficiente constantes e termo constante:

y'+ay' +ay=a
@ em que a solucdo geral é dada por?:
y(t) = Are"f + Aze* +y

@ com as raizes r; e r» dadas por

1 /2
r1,r2:§ —a; /a7 —4a

@ e com a integral particular y = az/a,

?Ver Chiang, Fundamental Methods of Mathematical Economics, 4th ed., 2005, Sec. 16.1.
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A Trajetéria Otima do Preco (4/7)

@ A solugao geral deste problema é dado por
P*(t) = Are™t 4 Aye™' + P (2.36)

@ A partir de (2.35), sabemos que:

R , _b(1+ab) , __a+2cab+pb
1= 2 ah? 3T 2ach?
@ Portanto,

b(1+ ab) b(1+ ab)
— | 2 _ - 7 = _

r1,r2—2 Oﬂ:\/o 4( ah2 ) + ah2

p_ —% _ a+2aab+ b
_ b(1+ab) 2b(1 + ab)
ah?
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A Trajetéria Otima do Preco (5/7)

@ Como r; = —n, defina r =y, logo n = —r.

@ A solugdo geral pode ser reescrita como
P*(t) = Are"™ + Aye " - P (2.36")
@ Podemos calcular A; e Ay a partir das condicGes inicial, Py, e terminal, Py, dadas por:

PO)=Py=A1e+Ae ™+ P=A + A+ P (a)
P(T)=Pr=Ae" + AT +P (b)

Note que, se essas 2 condi¢es ndo fossem dadas, ndo conseguiriamos resolver o sistema
acima sem utilizar uma condic3o de transversalidade.

Isolando A; em (a), obtemos _
A =Py—P— A
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A Trajetéria Otima do Preco (6/7)

@ Substituindo A; em (b), segue que:

(Po—P—Ax)e™ + Ae™ +P=Pr
As(e T — €M)+ (Py— P)e'" =P — P
Ay(e™ T —eTy=Pr —P—(Py— P)e’"
—(Po— P)e'" <e’T>

—rT _ erT e—rT

P —
Ay =T
e
(PT — I_D)e*’T — (PO — P)erT*rT
e—rT—rT _ erT—rT

(Pr—P)e T —(Py—P) (-1
Ao = el —1 —1

Ay =

. Py — /5— (PT— .E’)e"T

A2 1— e—2rT
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A Trajetéria Otima do Preco (7/7)

@ Substituindo A> em Aj, temos:

- Py — P — (P —P)e™rT
A1:P0—P—<° 1_(;”) )

_ (Py— P)(1—e2T) — [Po —P—(Pr - p)e_,-,-]

1 —e—2rT
- Py — P — Poeier + Pe—2rT — Py + P + (PT — P)eirT
- 1— e2rT
(P~ Py)e 2T + (Pt — P)e'T [T
- 1_e2T e2rT

(/5 _ Po)ef2rT+2rT 4 ('DT _ I_D)efrT+2rT -1
= 1e2rT _ e—2rT+2rT jl
(Po — :5) — (PT — ,E’)e’T

Al = 1— leT
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