4 Lista 4

4.0 [X] Definigoes, Proposigoes, Lemas e Observacgoes

Teorema de Benveniste-Scheinkman. Sejam X C R"™ convexo, V > X — R concava,
xo € int(X) e D uma vizinhanga de xy. Se existe uma funcao diferencidvel W : X — X — R
com W(zy) = C(xg) e W(x) < V(zx) para todo x € D, entao V ¢é diferenciavel em xg, e

8ZV(130) = 81W(ZL’0), 1= 1, 2, -

em que 0J; é a derivada parcial em relacao & i-ésima coordenada.

Definicao 59 (Krueger], 2017). Uma distribui¢ao IT € RY que satisfaz
=71 <— II'r=1II

¢ chamada de uma distribui¢ao estacionaria associada com a matriz de Markov 7.

Teorema 60 (Krueger, 2017). Dada uma matriz de Markov, 7, existe pelo menos uma
distribuicao estacionaria.

Teorema 2.2.1 (Ljungqvist & Sargent, 2018). Seja 7 uma matriz estocastica, com 7, ; >
0,Vi, 7. Entao, m possui uma tunica distribui¢ao estacionaria.

Teorema 2.2.2 (Ljungqvist & Sargent, 2018). Seja m uma matriz estocastica e 7" =
T X T X ... xT7 (n vezes). Se m;; > 0,Vi, j, entao 7 possui uma tnica distribuicao estacionaria.

Modelo de Crescimento Neoclassico Estocastico.
e Tecnologia: y, = e* F'(ky, ny)

— Choque tecnologico z € Z = {z1, 29, ..., 2x } com média 0 e N estados.

— Seja 7 a matriz de transicao de Markov e II a distribuicao estacionaria.

e Preferéncias:

Formulacao Recursiva do Problema com Incerteza.

— E , / /
v(k, 2) ng,gezg(%ﬂl_&)k{U(C)Jrﬁ 2 (oK, 2]}

= max k{U(ezF(k,l)(l —0)k — k) —i—ﬁZW(z’]z)v(k',z’)}

0<k/<e*F(k,1)+(1-8)
em que:

e n = 1: pessoas nao valorizam lazer

44



1

o F(k,n)=knl—® "5 ko
o c=e"F(kn)+ (1—0)k—k "= eF(k,1)(1 -8k — K
o E.[v(k, )] =) m(Z|2)v(k,2)

Formulacao Recursiva do Problema com Incerteza e Escolha de Trabalho.

k,z)= E. [v(K, 7
wko)= o max (Ul ) + OB (K.}
0<n<1

_ — /
o<k <621£r(1;?i()+(1 5k {U(e (k,1)(1—0)k — K, +5Z }
0<n<1

em que:

e U(c,?) =U(c,1 —n): pessoas valorizam lazer, entao decidem o quanto irao trabalhar
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11 x|

Considere um consumidor de vida infinita que tem uma renda constante, y, a cada
periodo. Este consumidor encara o seguinte problema.

max iﬂtu(ct)
t=0

{et,at41}§20 “—

sactay <y+(1+r)a Vi, ag >0 dado,

em que, para cada periodo t, a; representa a riqueza do consumidor, ¢; € o consumo,
r: € a taxa de juros e § € (0,1). Suponha que o consumidor conhece {r;}°, e que
u(c)=c'"?/(1—0) com o >0e o #1.

(a) Escreva o problema recursivo do consumidor.

O problema recursivo é dado por:

(@) = max {u(c) + Bo(a")}

_ max{ i ﬁv(a’)}

c,a’ l1—0

a

= max {i y+ (1 +r)a—al ™"+ Bv(a’)} (c=y+(1+r)a—a)

(b) Encontre a equagao de Euler associada ao problema do consumidor.

Por CPO:

@] 0= ——(l=0)[y+ (1 +r)a—d] " (1) + /()

=—[y+Q+7r)a—d]" + B (d) (4.1.1)

Usando o [Teorema de Benveniste-Scheinkman| obtemos

V(@) = (L= o)y + (1 4 )a—a] " (147)
=(1+r)|[y+(1Q+ra—d]”’ (4.1.2)
Usando a = a;,a’ = asyq e r = 1y, avancando um periodo em e aplicando em (4.1.1)):
0=—[y+ 1A +ra —ag] "+ B +rm) v+ 1+ rg1)as — o] 7
B(1+ri1) = <y Zf&r ZZ;Z*_I ;:I“) , (4.1.3)
e obtemos a equacao de Euler. [ |

(c) Mostre que se 8= (1+7r,1)"", entao ¢;y1 = ¢
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Aplicando 8 = (1 +r441)"" em (4.1.3)), segue que:

-1 Y+ (L4 7r1)ams — ao\’
(1 i TtH) (1 i THI) a ( y+ (L+r)ag — app )
1= (y + (1 +7req1) a1 — at+2)g
Y+ (1+7)a; — ap
Y+ (L r)a — agyo
oyt +r)a — arq

Usando ¢; = y + (1 + r¢)as — ay1, temos

Ct+1
1:C— < Ct = Ci41,
t

como queriamos demonstrar. |

(d) O que ocorre com o consumo se > (1+r.41)'7 ese f< (1+rq)"'7

e Se 8> (1+r1)"", entdo o lado esquerdo de (4.1.3)) sera maior do que 1 e, portanto, no
lado direito, precisamos que ¢, > ¢;. Logo, o consumo cresceré no periodo seguinte.

e Se B < (1+741)7", entdao o lado esquerdo de (4.1.3]) sera menor do que 1 e, portanto, no
lado direito, precisamos que ¢, < ¢;. Logo, o consumo diminuiré no periodo seguinte.

(e) Escreva os passos de um algoritmo para computar a solugao do problema re-
cursivo do consumidor.

1. Defina um grid A = {ay, ay, ..., a,,} para as riquezas.

2. Defina a fungao utilidade do modelo: u(c) = i—j, como>0eo#1.

3. Estabelega os valores para parametros: 8,y e {r:}2,

4. Defina vetores para guardar as funcgoes valor e politica: V, TV e g,. Note que cada
um desses vetores tém dimensao m x 1. Coloque valores de zeros em todos os vetores.
Usaremos V', em que V(a) = 0, Va, como chute inicial para nossa iteragao.

5. Estabelega um critério de convergéncia para a iteracao da fungao valor: € ~ 0 e positivo.

6. Para cada a € A, calcule

a’eA — 0

l1—-0o
TV (a) = max { 1C - BV(CL’)} : sa. 0<d <y+(1+r)a

Guarde g,(a) = @’ que resolvem o problema acima
7. Calcule a distancia D = max |TV — V| e atualize V =TV

8. Se D > ¢, volte para o passo 6. Caso contrario, pare.
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42 [X]
Considere uma ilha (economia) com uma tnica arvore de Lucas.

e Os frutos (chamados de dividendos pelos habitantes da ilha) que crescem na
arvore sao a unica fonte de consumo.

e Esses frutos seguem o seguinte processo estocastico:

— diy1 = 7yd; com probabilidade 7 ou d;y; = d; (com probabilidade (1 — 7)).
— se em um dado periodo 7" temos que d; = dyr_; entao para todo ¢t > T vale
que d; = dr.

Existe uma massa unitaria de pessoas iguais nessa ilha com preferéncias sobre
um fluxo de consumo dadas por

U=E, Z Bru(cy),
=0

em que u(c) = ¢'77/(1 — ). Suponha que 0 >0, 0 #1, 0 < 3 < 1,7 > 1 e que
By < 1.

(a) Escreva o problema recursivo de um agente representativo.

Além do consumo a cada periodo, ¢;, o agente escolhe a fracao de arvores, s;, que deseja
comprar. Entao, o problema é dado por

{ct,st41}

max {Z Bt]E[u(ct)]} , s.a. ¢+ Spapr < (pe+ di)sy, dado s (4.2.1)
=0

A partir dele, podemos obter o problema na forma recursiva:

meax {u(e) + BE[V (¢, d)]}, s.a. ¢+ p(d)s’ < [p(d) + ds.

(b) Defina um equilibrio competitivo recursivo para essa economia.

Defini¢ao (Equilibrio Competitivo Recursivo): Um equilibrio competitivo recursivo para
a economia descrita ¢ uma colegdo de fungoes {V,g,p}, em que V é uma fungdo valor do
problema recursivo, g é funcgao politica e p é a fungao preco, tais que:

(i) Dada a fungao prego p, a funcao valor V e a fungao politica resolvem o problema recursivo
de programacao dindmica do consumidor.

(ii) Os mercados se equilibram com g(s,d) = 1, para todo par (s, d)

Note que, pela condigao (ii), temos que s = s’ = 1. Portanto, pela restri¢do orgamentéria

de fluxo, temos:
c+p(d).l1=pd)+d.1l = c=d, (4.2.2)

ou seja, no equilibrio competitivo recursivo, todo dividendo é consumido. |

48



(c) Encontre a condigao de primeira ordem do problema do agente representativo
e, utilizando a condicao de equilibrio, escreva a equacao a aprecamento do ativo.

Resolveremos o problema pela forma sequencial (4.2.1)). Considerando u” < 0 < u' e
aplicando ¢; = (py + d;)s; — Sg41pe, Obtemos:

max {Z B'Elu((ps + di)s; — St+1pt)]}

Note que, no somatoério acima, ha dois termos que possuem s;,1:

oo+ B'Eu((pe + di)se — seap)] + B Elu((per + deg1)se41 — Seapian)] + -
Logo, por CPO:
[St41] 0= —B'E [t/(ct)pe] + BTE [0 (1) (Pes1 + dis1)]
B'E [ (ce)pe] = BHE [/ (ct41) (Pre1 + dit1)]

_ B E [u/(crpr) (Pe1 + dig)]
gt E[u(c;)]

pe = PE {u;(,c(:)l ) (41 + dt+1):| .

Pela condigao de equilibrio ¢; = d; (4.2.2)), segue que

Dt

pr = PE {u;(,c(lz)l) (Pes1 + dt+1):| ~ (4.2.3)

(d) Escreva os pregos de equilibrio como uma fungao dos dividendos.

Usaremos o método "guess-and-verify". Suponha que a fungao prego seja uma proporgao
do dividendo e dependa de seu estado no processo estocastico (di1 = yd; ou dyy1 = ydy):

D= { psdy, se dy = di_4

e constantes
pgdt7 se dy = ydiy (ps Ps )

Logo, se em um periodo tivermos d; = d;_1, sabemos que d;,; = d;. Note que

dl—a
dy) =
u(di) 1—-0
e, portanto,
, g "
W(d) = (1) ——=d,".
Assim,
Ul(dt+1) dit -
= . 4.2.4
Ul(dt) dt ( )



Aplicando (4.2.4) em (4.2.3)) e lembrando que este é o caso em que d; = d;_1, segue que

d —0
pr =3 [(;—H) (pts1 + dis1)
t
P =3 [1_g(pt+1 + dt—i—l)}
psde = B(psdy + dy)
Psdy = B(Ps + 1)dt

pszﬁps"i_ﬂ
ps(1—0) =5
_ B
P:=1"p

(tira E pois caso tunico dy = dy11)

(dt = dt+1)
(pt = psdt)
(4.2.5)

Se d; = ~d;_1, entao, no valor esperado, consideraremos possiveis transicoes para os casos

div1 = dy e dyy1 = 7yd;. Segue que

' (dy+1) W (des1)
= d 1— — d
pe=0 jT< W (dy) (pr+1 + dig1) ,+( ) W (dy) (Pe+1 + dit1) ;
caso d;: =~yd¢ caso 6;75:1:dt
[ (W(dia u'(diy1)
= 1
pody = _7T < w(dy) (pgdiy1 + dt+1)> + (1 =) < w(dy) (psdy + diy1)
(pe = pgds ou pp = psdy)
((dia\ 7 di\ 7
pgdy =B | ((il> (pgdt+1 + dt+1)> +(1—m) ((;_H) (psdy + dt+1)>]
t t
] (usando
_ . . -
pedy =B | ((t_H) (Pgdi1 + dt+1)> + (1 —m) (1_U(psdt + dt))
t
(diy1 = dy)
. diy1\ 7 B
pydy = B |7 ' (Pgdi1 + digr) | + (1 —7) 1 dy + dy
. _
) ({Jsando 4.2.5))
pede = B |7 (v (pgyds + vdy)) + (1 — ) (% + 1) dt:|
(ds1 = 7dy = % =17)
- 5
b= [ i+ + - (12541
L - o
Py = By 77 (py + 1) + B(1 — ) (ﬁl_ﬂﬂ)
-0 -0 B l—m
Py — (B "7 )py = By T + %ﬁ)
_ 1 l1—0o ﬁ<1 _ ﬂ-)
Dg = 1 — 6,/?.)/170 (67{7 + 1— B ’
Dado que encontramos as constantes p, e p,y, o palpite da funcao prego esta correta. |
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(e) Seja T o primeiro periodo tal que dr_; = dy. Vale pr_; > pr? Encontre condigoes

para que isto seja verdade. Interprete os resultados.

Note que pr_1 é o prego enquanto ainda d; = d;_; e a partir de py estamos no caso em que
d; = di—1, ou seja, estas fungoes preco correspondem a pyd; e pyd;, respectivamente. Portanto,

basta encontrar as condicoes para que p, > ps:

1 (671”71_0—}— 5(1_7()) = 3 ﬂ

1 — Bryl-e 1-p - B
1 o . (1—m) 1
i (7SR P 1
1 <(1—B)7T71_"+(1—7r))> 1
1 — pryt=e 1-p 1-p
(1-p)my' 7+ (1—m)
1 — pryl=—e > 1
(L= By~ + (1= m) > 1 — By
™+ (1—7) > 1
,ylfo 1_(31-_77-)
7> 1
v>1

Para valer pr_; > pr, precisamos de v > 1 (como suposto inicialmente), ou seja, quando

vale d; 11 = 7yd;, ha crescimento dos dividendos.
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R
Seja a Matriz estocéastica

0.20 030 040 0.10
0.10 0.10 0.70 0.10
0.95 0.024 0.025 0.001
025 025 025 0.25

(a) Defina a distancia entre duas matrizes como a soma do quadrado das diferencgas
entre cada entrada das matrizes. No Python, defina uma distribuicao inicial

Py = (0.25,0.25,0.25,0.25),

ache o k, tal que a distancia entre P**! e P* seja menor do que 1077.

Usando [Defini¢cao 59 KruegerZ?Ol?E encontraremos a distribuicao de probabilidade P que
satisfaz P'm = II'. Faremos iteracoes até a distancia entre P**! e P* ser menor do que 1077,

1 # Construindo a matriz de Makov e a distribuig&do inicial
2 P_it = [np.array([0.25, 0.25, 0.25, 0.25])]

i pi = np.array([[0.200, 0.300,
5 [0.100, 0.100,
6 [0.950, 0.024,
7 [0.250, 0.250,

0.400, 0.100],
0.700, 0.100],
0.025, 0.001],
0.250, 0.25011)

9 # Estabelecendo par metros

10 tol_norma = 1le-7
11 norma = np.inf # Apenas para entrar no loop
12 it = 0

14 # Realizando iteragdes até dist ncia de P_t e P_{t+1} ser menor do que 10-{-7}
15 while norma > tol_morma:
16 it += 1

18 P = np.dot(P_it[it - 1], pi)
19 P_it.append (P)

21 norma = np.sum((P - P_it[it - 1]) *x* 2)
22 print ("Iterag8o {}: com norma = {:.7f}".format(it, norma))

print ("Distribuig8do estacionaria:", np.round(P_it[it], 4))

I Distribuig8o estacionéaria: [0.4266 0.1731 0.3199 0.0804]

(b) Reporte a distribuigao invariante de M. Ha mais do que uma?

A distribuicao invariante da matriz de Markov M é dada por

P** =10.4266 0.1731 0.3199 0.0804 |

Se a distribuigdo invariante for tnica, usando o[Teorema 2.2.1 (Ljungqvist & Sargent|, [2018)]
cada elemento da matriz de Markov, M, ;, Vi, 7, deve ser estritamente maior do que zero.

7]’
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1 # Verificar se existe algum O na matriz de Markov

qtd_zeros = 0
for p in range(len(pi)):
for q in range(len(pil[0])):
if pilp, ql == 0:
qtd_zeros += 1
if qtd_zeros == O0:
print ("A distribuig¢do estacionaria & dnica,

pois todos elemento na matriz",

"de Markov é& estritamente maior do que zero.")

else:

print ("A distribuig¢8o estacionadria n&o & dnica,

pois ha", qtd_zeros,

13 "elemento (s) igual(is) a zero na matriz de Markov.")

1 A distribuigdo estacionaria é& 1nica,
estritamente maior do que zero.

pois todos elemento na matriz de Markov &

Como nenhuma entrada na matriz de Markov M é 0 e nao é necessario verificar em M".
Porém, para praticar, faremos a verificagado em M", usando o [Teorema 2.2.2 (Ljungqvist &
Sargent, 2018) em que cada elemento de M}; > 0,Vi, j, se a distribuigao invariante for tnica.

1 # Calculando a matriz de Markov elevada a n

2 pi_it = [pil

3 tol_norma = 1le-7
4 norma = np.inf

5 it = 0

7 while norma > tol_norma:

8 it += 1

9 pi_novo = np.dot(pi_it[it - 1], pi)

10 pi_it.append(pi_novo)

11 norma = np.sum((pi_it[it] - pi_it[it - 1]) *x 2)
12 print ("Iteragdo {}: com norma = {:.7f}".format(it, norma))
4 print(np.round(pi_it[it], 4))

1 Iteragdo 1: com norma = 1.6061799

2 e

3 Iteragdo 11: com norma = 0.0000000

4

5 [[0.4266 0.1731 0.3199 0.0804]

¢ [0.4267 0.1731 0.3199 0.0804]

7 [0.4266 0.1731 0.3199 0.08041]

& [0.4266 0.1731 0.3199 0.0804]]

1 # Verificar se existe algum 0 na matriz de Markov iterada
qtd_zeros = 0

N

3 for p in range(len(pi_it[it])):

4 for q in range(len(pi_it[it])):
5 if pilp, ql == 0:

6 qtd_zeros += 1

8 1if qtd_zeros == O0:

9 print ("A distribuig&8o estacionadria é dnica, pois todos elemento na matriz",
10 "de Markov & estritamente maior do que zero.")

11 else:

12 print ("A distribuigdo estacionadria n&o é& Gnica, pois ha",
13 "elemento(s) igual(is) a zero na matriz de Markov.")

qtd_zeros,

1 A distribuigdo estacionaria é& dnica,
estritamente maior do que zero.

pois todos elemento na matriz de Markov &
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14 [X]

Suponha que o planejador deseja maximizar

E{iﬁtu(ct,lt)}, 0<p<l1
t=0

sujeito a restricao de recursos
¢+ kt—i—l = th (kt,lt) + (]. — (5)k5t7 0<d<1

com condigoes iniciais ky > 0 e 25 > 0. A produtividade z; evolui de acordo com um
processo de Markov com probabilidade de transigao F (2’ | z) = Prob [z,41 < 2/ | 2, = 2]
e média incondicional z > 0.

Neste problema o planejador escolhe quanto trabalho [, ofertar. Assuma que
u(c,l;) é estritamente crescente e estritamente concava em c¢;, e é estritamente
decrescente e estritamente convexa em [;. A funcao de produgao f (k) € estri-
tamente crescente e estritamente concava em ambos argumentos e tem retornos
constantes de escala.

(a) Seja v(k,z) a fungao valor do planejador. Escreva e explique a equagao de
Bellman que determina v(k, z).

Note que, neste modelo, as probabilidades de transicdo de um estado z para z’ seguem uma
distribuigao de probabilidade com a c.d.f. F(2'|z) (diferente da se¢ao 6.4 de Krueger (2017)
que é discretizado). Logo, ao invés calcular o valor esperado pela soma dos valores de v(k', 2’)
ponderados pelas probabilidades de transigao de k para o estado k', integraremos v(k’, ') pela
distribuicao F'(2'|z). Portanto,

k,z) = Ule,1) + BB, [v(K, 2
v(k, z) ng,gzﬁ%(l_é)k{ (¢,0) + BE. [v(K, 2")]}
0<i<1

= o {U@ Fk (L —8)k—&, 1)+ 8 / ok, 2 )dF (= \z)}. (4.4.1)
0<iI<1

Esta equacao de Bellman inclui nao apenas o estoque de capital k£ que o planejador traz
para o periodo corrente, mas também o estado da tecnologia z. Ainda, o trabalhador decidira
o quanto ira trabalhar, dado que, além do consumo, valoriza também o lazer. Logo, para max-
imizar a expressao, o planejador ira escolher ambos capital do periodo seguinte &’ e quantidade
de trabalho . |

(b) Derive as condigoes de otimalidade do problema do planejador.

Estratégia da Prova:

e Secao 6.4.1 de Krueger| (2017) ou Notas de aula

o4



Por CPO, a partir da equacdo de Bellman (4.4.1)), temos
[1]: 0="U.c,))zfi(k,1) + Upe, 1) (4.4.2)
(k'] 0=Uc,1)(—1)+ B/vk(k’, 2)dF(7|z) (4.4.3)

em que os subscritos indicam as derivadas parciais. A condicao (4.4.2)) pode ser reescrita como:

Ul(C, l)
Ue(c,1)

= 2fi(k,1). (4.4.4)

Esta ¢ a condi¢ao de otimalidade intratemporal que postula que, no 6timo, o planejador
equaciona a taxa marginal de substituicao entre trabalho e consumo em relacao ao produto
marginal do trabalho (Krueger, 2017, pag. 133).

Usando [Teorema de Benveniste-Scheinkman| (condi¢ao de envelope), segue que

vk, z) = Ucc, D)z fe(k, 1) + (1 = 9)]. (4.4.5)

Usando os indices temporais &’ e 2’ em (4.4.5) e aplicando em (4.4.3]), obtemos a equacao
de Euler intertemporal:

U(cl) = 3 / U, D)= fulk 1) + (1 — 8)|dF(2]2), (4.4.6)
tal que a restricao de recursos é dada por
c+k =zf(k 1)+ (1—0)k. (4.4.7)

Portanto, as condig¢oes de otimalidade sao dadas por: condigao de otimalidade intratem-

poral (4.4.4), equagao de Euler intertemporal (4.4.6)) e restrigdo de recursos (4.4.7)), em que o

planejador escolhe ¢, [ e k/, dado os estados k, z. [ |

(c) Suponha que
1+

1+

u(c,l) =loge — , >0

fE,D) =k O0O<a<l.

Encontre os valores de steady state nao estocastico de consumo, capital e trabalho
em termos dos paradmetros do modelo. Suponha que existe um aumento perma-
nente no nivel de produtividade z. Explique como isto muda os valores de estado
estacionario do consumo, capital e trabalho. Dé uma intuicao econémica para seus
resultados.

Estratégia da Prova:

Calcular as derivadas parciais e aplica-las nas condi¢oes de otimalidade encontradas.

e Como as relacoes de estado estacionario c =c¢ =¢, l=10I'=1lek =k =k, e, como ¢
nao-estocastico, z = 2/ = z.

Encontrar as relaces */1, 9/i, k/z, ¢/z e .

Verificar como um choque em Zz afeta ¢, k e [.
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Primeiro, usando as fungoes U(c,l) e f(k,l) dadas, calcularemos as derivadas parciais uti-
lizadas no item (c):

ll+<p71

Uce,l) =1e e Ule,l) = =1+ o) 15 9) =—[*

D = (1 — )kl = (1 - a) G)a e fulk,]) = ako 1m0 = o G)M .

Aplicando as derivadas parciais em (4.4.4)) e (4.4.6)), e aplicando f(k,1) em (4.4.7]), obtemos:

_—l/lj (- a) (?)a e df = 5(1—a) (?)a (4.4.0)
Top / = |7a (];—,/)a_l L (1-8)| dF()2) (4.4.6)
c+ Kk =2k + (1 —6)k. (4.4.7)

No estado estacionario nao-estocastico, nao hé incerteza, entdo z = 2’ = z. Além disso, no
estado estacionario, temos que c = =¢, 1 =1' =1 e k = k' = k. Portanto, as trés condi¢oes
de otimalidade sao dadas por:

¥ =z(1—a) (%)a (4.4.47)

1 1 B 12 a—1 - B ]_f a—1
Ezﬁ FRECA +(1=9)|dF(z]z) <= 1=0 |z« 7 +(1—=90)| (4.4.67)
C+hk=z2k1""+ (1 -0k < c+0k=zk""*=zf(k,]) =7y (4.4.77)
A partir de (4.4.67)), a razdo capital /trabalho é dada por:
7\ a—1
%—(1—(5):,204 (%)
1 7\ a—1
zZa l
Za A
1 = (‘) (elevado a —1)
5—1+6 [
Ae! = k
= = 4.4.8
(p + 5> l (4.48)

Iz (pfé) ] e (ﬁ) - (usando L48)
i a \T=

J —3Ta | — 4.4.9
[ <p+ 5> 149
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E a razao capital /output é dada por:
1
— 11—
gy () ()

1—«a

«

g

Q|

o
p+0

e 2
p+0

o (@) ()
TR )T )

(4.4.10)

e

p+0

que nao depende de z. Da restrigao de recursos (4.4.77), obtemos a razao consumo/output:

c+ok

1

o

a? =(1—-a)z e (m
&= ()
aP = (1— a)%
[ =(1- a)% _ (1 5__&)
e _ (1—a)
10 (55)
e _ (1—-a)
(5]
nis (L= a)(p+9)
p+0(1l—a)
(1-a)(p+9)

[

R

que é novamente independente de z. Portanto,

p+6(l —a)

[0
p+o

(4.4.11)

)

(usando (4.4.9))

(usando (4.4.11)))

(4.4.12)

um aumento permanente em z nao altera a quantidade de trabalho [;
como, em (4.4.9), /i é crescente em z, e [ ndo depende de z, entao § é crescente em z; e

como, em (4.4.11]), ¢/y é independente de z, mas sabemos que ¢ é crescente em z, entao ¢

deve crescer na mesma proporc¢ao que y = ¢ ¢ crescente em Z.

como, em (4.4.10)), /5 é independente de Z, mas sabemos que § é crescente em Z, entao
k deve crescer na mesma proporcao que §y = k é crescente em Z.

o7



; delta

(d) Suponha que os possiveis valores de z; sao Z = {0.8,1,1.2} e que a matriz de

transicao é dada por

020 05 0.3
m=| 010 06 0.3
0.25 0.25 0.50

Sejam a = 0.3, =1/1.05,0 = 0.05, » = 1. Escreva um co6digo Python para calcular a
funcao valor e fungoes politicas. Use um grid para o capital entre 0 e 100.@

# Definigdo dos par metros

k_grid = np.linspace(0.01, 6, 51)

n_k = len(k_grid)

alpha = 0.3

beta = 1 / 1.05

= 0.05

phi =1

n_grid = np.linspace(0, 1, 11)

# n_grid = np.array([1/4, 2/4, 3/4, 1])

n_n = len(n_grid)

z_grid = np.array([0.8, 1.0, 1.2])

n_z = len(z_grid)

pi = np.array([[0.20, 0.50, 0.30],
[0.10, 0.60, 0.30],
[0.25, 0.25, 0.5011)

# Criando lista de listas para incluir fungdes valor e politica

# Note que, num modelo que considera incerteza,

v_it = [np.zeros((n_k, n_z))]
gk_it = [np.zeros((n_k, n_z))]
gn_it = [np.zeros((n_k, n_z))]

# Estabelecendo variaveis para realizar os loops

while norma > tol_norma and it < tol_it:

it += 1 # Atualizando o nimero da iteracgédo

# Criando objetos para preencher com fungdes objetivo,

f_obj = np.zeros((n_k, n_z, n_k, n_n))
Tv = np.zeros((n_k, n_z))
gn = np.zeros((n_k, n_z))

gk = np.zeros((n_k, n_z))

for i_k, k in enumerate(k_grid):
for i_z, z in enumerate(z_grid):

for i_kk, kk in enumerate(k_grid):

for i_n, n in enumerate(n_grid):

¢ = zx(kx*x*alpha * nx**x(1

if ¢ > 0:

Ev = np.dot(pili_z,:],

f_objli_k, i_z,
) + betax*Ev
else:
f_objli_k, i_z,

3Usar o zero para capital ndo ¢ uma boa ideia.

i_kk,

i_kk,

o8

- alpha)) + (1 -

teremos uma fungdo para cada z

; tol_norma = le-5 # Dist ncia entre fungdes maxima para considerar converg ncia
tol_it = 500 # Numero maximo de iteragdes (caso n&o convirja antes)
norma = np.inf # Valor apenas para entrar no loop
it = 0 # N iteragdes (antes utilizamos n - agora usado para trabalho)

valor e politica
# Lista com n_k matrizes n_k x z

delta)*k - kk

v_it[it - 1]1[i_kk,:]1)

i_n]

i_n]

log(c)

-np.inf

(n**(1 + phi) / 1 + phi



# Apos
for p

# Preenchida uma matriz kk x n, encontrar elemento que maximiza

indice_max = np.argmax(f_objl[i_k, i_z])
indice_gk = indice_max // n_n # Divis&o Inteira - Iindice de k’
indice_gn = indice_max % n_n # Resto da Divisdo - Indice de n

Tvli_k, i_z] = np.max(f_objl[i_k, i_z])
gk[i_k, i_z] = indice_gk
gnli_k, i_z] = indice_gn

preencher totalmente gk e gn, trocar indices pelos valores nos grids

in range(len(gk)):

for q in range(len(gk[0])):

v_it.append(Tv)

gk_it.
gn_it.

norma
print (

iteracgédo
iteracgéo
)
iteracgéo
iteracgéo

LN

nun Vlsual
fig, ax =

# Incluséo

gklp, ql = k_grid[int(gklp, ql)]
gnlp, ql = n_gridlint(gnlp, ql)]
append (gk)
append (gn)

= np.max (abs (v_it[it] - v_it[it - 11))

A iteracg8o {} terminou com norma igual a {:.5f}’.format(it,norma))

1 terminou com norma igual a 3.32584
2 terminou com norma igual a 2.94468

247 terminou com norma igual a 0.00001
248 terminou com norma igual a 0.00001

izagdo Grafica da Fungédo Valor """
plt.subplots ()

de cada fungdo valor no grafico

ax.plot(k_grid, v_it[it][:,0], label=’$g_k$ (para $z
ax.plot(k_grid, v_it[it][:,1], label=’$g_k$ (para $z
ax.plot (k_grid, v_it[it][:,2], label=’$g_k$ (para $z

# Legendas

ax.set_xlabel(’Capital?’)
ax.set_ylabel (’Fung8o Politica’)

ax.set_tit
ax.legend (

nmun Visual
fig, ax =

# Incluséo
ax.plot (k_
ax.plot (k_
ax.plot (k_
ax.plot (k_

le (’Fungdo Politica e $g(k)$ estacionario?)

)

Fungdo Valor para cada estado z

=)

—— gk (paraz=08)
-30 1 ge (paraz=1.0)
—— gxlparaz=12)

Fungao Valor

o 1 2 3 4 5

Capital

izagdo Grafica da Fungdo Politica do Capita
plt.subplots ()

de cada fungdo valor mno grafico
grid, gk_it[it][:,0], label=’$g_k$ (para $z
grid, gk_it[it][:,1], label=’$g_k$ (para $z
grid, gk_it[it][:,2], label=’$g_k$ (para $z
grid, k_grid, ’--’, label=’45 graus?’)

29
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10
11
12

14
15
16
17
18
19
20

N

ot

o

-~

10

# Limites do grafico
ax.set_ylim([4.5,
# ax.set_x1im([4.5,

+H*

61)
61)

# Legendas
ax.set_xlabel(’Capital?)
ax.set_ylabel (’Funcdo Politi
ax.set_title(’Fungdo Politic
ax.legend ()

plt.show ()

Fungao Politica de Capital

Visualizagdo Grafica da

fig, ax = plt.subplots()

# Inclusdo de cada fungédo va
ax.plot(k_grid, gn_it[it]l[:,
ax.plot (k_grid, gn_it[it][:,

ax.plot(k_grid, gn_it[it][:,

# Legendas
ax.set_xlabel(’Capital?)
ax.set_ylabel (’Funcdo Politi
ax.set_title(’Fungdo Politic
ax.legend ()

Fungao Politica de Trabalho

= =
n =

""" Calculo dos capitais est

for i_z, z in enumerate(z_gr
ik =0
loop = O

# Achar indice do capita
while k_grid[i_k] != gk_
i_k = np.where(k_gri
em k
loop += 1

print (°0 capital estacio

# tamanho minimo e maximo vertical
# tamanho minimo e maximo horizontal

ca’)
a e $g(k)$ estaciondrio’)

Fungdo Polftica de Capital e gelk) estaciondrio

61— gi(paraz=108) >
54 ax (paraz=1.0)
—— gxlparaz=12)
a4l 45 graus
3
2
1
od %
T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 &
Capital

Fungdo Politica do Trabalho

lor no grafico

0], label=’$g_n$ (para $z = O.
1], label=’>$g_n$ (para $z = 1.
2], label=’$g_n$ (para $z = 1.

ca’)
a e $g(k)$ estaciondrio’)

Fungdo Polftica de Trabalho para cada estado z

101 —— gn(para z=08)
On (para z=1.0)

094 —— gn(para z=12)

0.8

07

Capital

ocasticos """

id) :

1l estacionario
it[it][i_k,
d == gk_it[it]l[i_k,

nario para z = {} & {:.3f}’.format(z,

60

i_z] and loop < 100:
i_z]1) [0] [0]

# até termos k = k’
# Aplica o indice de k’

# Inserido por loops infinitos proximo ao k estacionéario

k_grid[i_k]))



1 0 capital estacionario para z = 0.8 & 1.208
2 0 capital estaciondrio para z 1.0 é 2.646
3 0 capital estaciondrio para z = 1.2 & 5.042

61



	Lista 1
	[] Definições, Proposições, Lemas e Observações
	[]

	Lista 2
	[] Definições, Proposições, Lemas e Observações
	[]
	[]

	Lista 3
	[] Definições, Proposições, Lemas e Observações
	[]
	[]
	[]
	[]

	Lista 4
	[] Definições, Proposições, Lemas e Observações
	[]
	[]
	[]
	[]


