3 Lista 3

3.0 [X] Definigoes, Proposigoes, Lemas e Observagoes

Definigao (Stokey et al., 1989, pag. 45). Um espago vetorial normado é um espago
vetorial S de uma norma ||-|| : S — R, tal que Vz,y € S e Va € R:

(a) ||z|| > 0, com igualdade se e somente se x = y;
(b) [laz]l = fal-fl);
(€) llz+yl <|lz|]| + |ly|]| (desigualdade triangular).

Definigao (Stokey et al., 1989, pag. 46a). Uma sequéncia {z,}>°, em S converge para
x € 9, se para cada € > 0, existe N, tal que

p(x,, x) < e, Vn > N..

Definicao (Stokey et al., 1989, pag. 46b). Uma sequéncia {z,};>, em S é uma sequéncia
de Cauchy (satisfaz critério de Cauchy) se para cada € > 0, existe N, € N, tal que

Ty, ) < €, Vn,m > N,.

Defini¢ao (Stokey et al., (1989, pag. 47). Um espago métrico (S, p) é completo se toda
sequéncia de Cauchy em S converge para um elemento em S.

Teorema 3.1 (Stokey et al., [1989). Seja X C R! e seja C(X) o conjunto de funcoes
continuas e limitadas em X, f : X — R, com a norma do sup || f| = sup,ex |f(x)|. Entao
C(X) é um espago vetorial normado completo (espago de Banach).

Teorema 3.2 (Teorema da Contragao) (Stokey et al., |1989). Se (S5,p) ¢ um espago
métrico completo e T': S — S é uma contracao de modulo 3, entao

(a) T tem exatamente um ponto fixo v em S, e

(b) Para todov € S,
p(T"vg,v) < " p(vg, v), n=0,1,2,...

Teorema 3.3 (Condigoes Suficientes de Blackwell para Contragao) (Stokey et al.,
1989). Seja X C R! e seja B(X) o espago de fungdes continuas e limitadas em X, f : X — R,
com a norma do sup || f|| = sup,ex | f(x)]. O operador T': B(X) — B(X) é uma contracao de
modulo [ se satisfaz:

(a) [monotonicidade| f, g € B(X), entao

f(@) 2 g(x), Ve e X — (Tf)(x) = (Tg)(x), Ve € X
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(b) [desconto| Existe 5 € (0,1) tal que
T +a)l@) < (TF)(a) + fa. ¥/ € BX), a0, ze X.

Definicao (Stokey et al., 1989, pag. 56a). Uma correspondéncia I' : X = Y é hemi-
continua superior (hcs) em z € X se, para toda sequéncia {z,} com x, — z e para toda
sequéncia {y,} tal que y, € I'(x,), existe uma subsequéncia convergente de {y,}, tal que seu
limite é y € I'(x).

Defini¢ao (Stokey et al., 1989, pag. 56b). Uma correspondéncia I' : X = Y é hemi-
continua inferior (hci) em x € X se, para todo y € I'(z) e toda sequéncia {z,} com z,, — z,
existe N > 1 e uma sequéncia {y,}°° v tal que y, — y e y, € I'(z,,), para todo n > N. [Se
['(2’) é ndo-vazio para todo ' € X, entao é sempre possivel toma N = 1.|

Definigao (Stokey et al., [1989), pag. 57). Uma correspondéncia I' : X = Y é continua em
r € X se é hes e hei em .

Teorema 3.6 (Teorema do Maximo) (Stokey et al., 1989). Seja X C Rl e Y C R™,
seja f: X XY — R uma func¢ao continua, e seja I' : X == Y uma correspondéncia continua e
compacta. Defina:

W) = max f(z,y) e Ga)={yel(z): f(z,y) = h(z)}

y€el(z)
Entao,

(a) h: X — R é continua

(b) G: X =Y é nao-vazia, compacta e hcs.

Hipotese 4.1. I'(z) é nao vazio para cada z € X.

Hipétese 4.2. Para todo zp € X e todo z € II(zy), existe o limite

lim 8P (2, 201)-
t=0

Condigoes suficientes para satisfazer Hipoteses 1 e 2 :

e F' ¢é limitada (acima ou abaixo)
e 5€(0,1).

Teorema 4.2 (Stokey et al., 1989). Sejam X,I', F' e ( tais que [Hipotese 4.1| e [Hipotese 4.2
sejam validas. Entao, a fungao v* satisfaz (FE).

Teorema 4.3 (Stokey et al., 1989). Sejam X,I', F e ( tais que [Hipotese 4.1| e [Hipotese 4.2
sejam validas. Se v é uma solugao para (FE) e satisfaz

lim S"v(z,) =0, V(xo, 1, ...y p) € H(x0), Vo € X,

n—oo

entdo, v = v*, o supremo de (SP).
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3.1 [X]

Seja X CR" e S = C(X) o conjunto de todas as fungoes continuas e limitadas em
X com a norma do sup: ||f|| = sup,cy |f(z)]. Mostre que (S5, ]-||) € um espago de
Banach.

Estratégia da Prova:

e Espaco normado e completo = Espago de Banach (Teorema 3.1 (Stokey et al., [1989)))
e Exercicio 3.4d de [Stokey et al.| (1989)
e Exemplo 33 de [Krueger| (2017) e Prova do Teorema 3.1 de |Stokey et al. (1989).

Usando o {Teorema 3.1 (Stokey et al., [1989), mostraremos que (S, ||-||) ¢ um espago de
Banach, dividiremos a prova em 2 partes: demonstrando primeiro que o espago é normado e,
depois, que é completo:

Espaco (S, ]-|]) € normado:

Usando a [Defini¢ao (Stokey et al., [1989, pag. 45)l o espago (S, ]|-]|) ¢ normado se satisfaz:

(a) [|z]] > 0, com igualdade se e somente se z =y

Note que S = C(X) o espago das fungoes reais continuas e limitadas definidas em X. Note
que, para todo t € X, |z(t)| > 0. Entao,

sup |z (t)] = 0
tex

e, se z(t) = 0, para todo t € X, entao
sup |z(t)| = 0.
tex

(b) [lez|| = [al-[|z|

oz || = sup |ax(t)|
tex
= sup |af[x(t)|
tex

= |afsup [x(?)]
tex

= |af [l

(¢) [lz+yl < |||l + |ly|| (desigualdade triangular)

Sup [z(t) + y(t)]

sup (Jz ()] + |y ()]

< sup |z (t)] + sup [y(1)|
tex tex

]l + [lyll -

[l + yll

IN
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Espaco (S, ]||) € completo:

Pela|Definigao (Stokey et al., 1989, pag. 47) temos que um espago métrico (.5, p) é completo
se toda sequéncia de Cauchy em S converge para um elemento em S. Tome {f,,} sequéncia de
Cauchy em C'(X). Portanto, precisamos mostrar que existe f € C'(X) tal que

Vesodneen(|[fn — fIl < ).

[Passo 1] Encontrar um candidato para f:

Tome x € X e m,n € N. Considere f,, f,, € C(X) tal que a sequéncia de ntumero reais
{fn(x)} satisfaga

Fa(@) — @) S 50D 1) — S| = o — fnl (3.1.1)

yeX
em que (a) se da, pois norma de valor absoluto < norma do supremo. Note que f, é uma
fungao no espago C(X), e f,(x) é um valor em R (mapeado pela fungao f,, no ponto z).

Como {f,} ¢ de Cauchy em C(X), entao {f,(z)} ¢ de Cauchy em R para todo z € X. De
fato, pela |Definicao (Stokey et al., 1989, pag. 46b), como {f,} é uma sequéncia de Cauchy:

| fn — [l <, Ve >0, VN, € N, Vm,n > N,
e, como |u(x) — fule)] < s — full, por @LT), entio
|fn(x)_fm(x)| <g, Ve >0, VN: €N, Vm,n > N,

ou seja, f,(z) satisfaz critério de Cauchy.

Como f,(z) é de Cauchy em R e o espago R é completo, entao sabemos que f,(x) — f(x)
tal que f(z) € R. Entao, defina f : X — R tal que f(z) = lim, o fu(2).

[Passo 2| Estabelecer que {f,,} converge para f na norma do sup:

Para mostrar que ||f, — f|| = 0 quando n — oo, tome € > 0 e escolha N. € N tal que
| fr — fimll < /2, Ym,n > N.. Tome x € X e m > n > N.. Note que

|fu(x) = f(2)] < |fu(@) = fin(@)| + | fr(2) — f(2)] (desig. triangular)
< | fo = full + | frn(x) = f(2)] (usando (3.1.1))
<2+ [ fin(z) — f(2)]. (3.1.2)

Como {f,,(x)} converge para f(x), podemos escolher m para cada x € X tomado tal que

| fm(z) — f(x)| < ¢/2. Portanto, a partir de (3.1.2)), temos
|fulz) — f(z)] <cf+cf=c¢, VYn > N, (3.1.3)

Portanto, sup,ex [fu(2) = f(2)] = [Ifn = fIl < € ¢, logo, {fu} = f.

[Passo 3] Mostrar que f € C'(X) ¢ limitada e continua:

Primeiro, vamos provar que f é limitada. Tome n € N. Note que, como {f,} esta
em C(X), todos f, sdo limitados, ou seja, existe uma sequéncia de numeros {M,} tal que

SUP,ex | fn(2)] < M.
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Seja M, € R tal que |fn(x)] < M,, Vo € X. Assim, ||f,|| = supgex |fu(x)| < M,. Logo,

1f]l = §g§|f<m>|
= sup |f(x) = fulz) + fu(2)]

< sup |f(z) — fu(@)] + sup | () (desi. triangular)
zeX reX
= |[fo = fIl + sup | fu(z)]
zeX
< an - f” + M, (pOiS SUPgex |fn(x)| < Mn)
<-4, (por 13

em que a pentdltima desigualdade vale para Vn > N.. Portanto, f é limitada.

Agora, mostraremos que f é continua em x € X, ou seja,

VesodssoVyex (llo —yll <0 = [If(z) = fW)ll <e).

Tome:

e c>0
e n > N, grande o bastante para que || f, — f|| < ¢/3 (isto é possivel, pois f, — f).
e > 0tal que ||z —y|| <0 = |fulz) — fu(y)| < ¢/3 (sabemos que f,, ¢ continua)

Segue que:
[f(2) = F@)l < [f(@) = fal@)| + [ ful@) = fu(y)] + [fuly) = F(Y)] (desig. triangular)
<Efztcefzels=c¢.
Logo, || f(z) — f(y)|| < &, como querfamos demonstrar. [ |
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3.2 [X]

Considere a equagao funcional associada ao problema do planejador do modelo de
crescimento neoclassico

v(k) = o nax [U(f(k) — k') + Bu(K)],

em que (€ (0,1), U e f sao fungoes continuas, estritamente crescentes e limitadas.
Mostre que o operador 7 : C(X) — C(X) dado por

Tv(k) = max [U(f(k)—Fk)+ Bu(k)]

0<k'<f(k)

é uma [-contragao.

Estratégia da Prova:

e Demonstragoes em [Stokey et al.|(1989) nas paginas 54 e 55, e também no Krueger| (2017)
nas péaginas 101 e 102, usando o [Teorema 3.3 (Condicdes Suficientes de Blackwell paral
|Contracao) (Stokey et al., [1989)|

Defina o espago métrico (C(X),||:||) como espago de fungoes limitadas definidas em X.
Queremos mostrar que o operador dado é uma [-contracao. Para isto usaremos o
[(Condicoes Suficientes de Blackwell para Contracao) (Stokey et al., [1989)| para verificar se suas
hipoteses sao satisfeitas.

Primeiro, note que é dado que 7" mapeia C(X) em si mesmo, ou seja, T : C(X) — C(X).
Krueger| (2017, pag. 101) diz que este passo que é frequentemente esquecido de verificagao e,
caso isso nao tivesse sido suposto, precisaria ser provado.

Agora, verificaremos as condic¢oes suficientes de Blackwell:

(a) Monotonicidade:

Sejam v e w as fungdes pertencentes a C'(X). Tome k, k' € X tal que v(k) < w(k),Vk.
Seja g,(k) € X uma politica 6tima da fungao v. Entdo, precisamos mostrar que Tv(k) <
Tw(k),Vz € X:

To(k) = max {U(f(k) - K) + Bo(k)}

0<k/ <f (k)
=U(f(k) — go(k)) + Bv(g.(k)) (aplicando k" = g,(k) que maximiza Tv(k))
< U(f(k) = gu(K)) + Pw(go(k)) (v(k) < w(k), vk € X)
< \max {U(f(k) = k') + Bw(k)} (go(k) pode ou ndo maximizar Tw(k))
= Tw(k).

(b) Desconto:
Sejam (€ (0,1), a > 0 e x € X. Para que a hipotese de desconto seja valida, precisamos
mostrar que [T'(f + a)|(z) < (T'f)(x) + Ba,Vf € C(X). Para o operador em questao, temos

T(v+a)(k)= max [U(f(k)—kK)+ B w(k)+a)

0<k/<f(k)

= max [U(f(k)—K)+ pv(k)]+ Ba

0<k’ <f(k)
= Twv(k) + Ba.
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3.3 [X]

Seja Cla,b] o espago das fungGes reais continuas definidas em [a, b], com a norma do
maximo:
||lu|| = max |u(t)], Vu € Cla,bl.

te(a,b]

Seja o operador T : C[a,b] — Cla,b] tal que, Yu € C|a, b],

T(u)(t) :/ u(s)ds, Vt € [a,b].

Mostre que, se b —a < 1, entao T tem exatamente um unico ponto fixo em
(Cla,bl,]|"||)- Dica: Mostre que T : Cla,b] — Cla,b]. Vocé pode fazer isso tomando
uma sequéncia t" — t e mostrar que 7'(u)(t") — T(u)(t). Depois, basta mostrar que
T satisfaz as condigoes de Blackwell para uma contracao.

Usaremos [leorema 3.2 (Teorema da Contracao) (Stokey et al., [1989), o operador T' tem
um tnico ponto fixo em (Cla,bl,||-||). Primeiro, mostraremos que 7" : C[a, b] — Cla, b]. Tome
a sequéncia {t,} tal que t,, — ¢, com t,t, € [a,b]. Precisamos mostrar que Tu(t,) — Tu(t).

Tu(t,) = / " u(s)ds = / Cu(s)ds /t:u(s)ds

Tu(t,) = / " (s)ds = / u(s)ds + /t " (s)ds = / " u(s)ds — /t:u(s)ds

Note que, nos dois casos, a expressao é a mesma e, quando t, — t, a segunda integral tende
a zero (pois ftt u(s)ds = 0) e, portanto:

Set, <t:

Set, >t:

Tu(t,) — / u(s)ds = Tu(t).

Como o intervalo [a, b] é fechado e limitado, as normas do maximo e do sup sao equivalentes
em Cla,b]. Agora, podemos verificar as condi¢oes de Blackwell para uma contragao.

(a) Monotonicidade:

Sejam u e w as fungoes pertencentes a Cla, b]. Tome z € X tal que u(z) < v(z), V. Entéo,
precisamos mostrar que Tu(k) < Twv(k),Vx € X:

Tu(x) = / u(s)ds
< / v(s)ds (pois u(s) < wv(s),Vs)
=Tu(k).

(b) Desconto:

Sejam € (0,1) e c > 0 e x € X. Para que a hipotese de desconto seja valida, precisamos
mostrar que [T'(u + ¢)]|(z) < (Tu)(x) + Be,Yu € C(X). Para o operador em questao, temos:
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T(u+ o)) = /at (u(s) + c)ds
:/atu(s)ds—l—/atcds
_ /atu(s)ds—l— (t— a)c
< atu(s)ds +(b—a)e (pois £ < b)
— Tu(t) + (b — a)e. (3.3.1)

Para satisfazer a propriedade condi¢ao de desconto do Teorema de Blackwell, é necessario
que, em ([3.3.1)), a constante ¢ esteja multiplicada por um valor 5 € (0, 1), logo precisamos que

(b—a) < 1.

Portanto, pelo{Teorema 3.2 (Teorema da Contragao) (Stokey et al., [1989)| como (C|a, b], ||-||)
é um espago métrico completo e T : Cla,b] — Cla,b] é uma [-contracdo, entdo o operador T'
tem exatamente um ponto fixo em (Cla, b], ||-||)-

Logo, T' é uma (-contracao e, usando [leorema 3.2 (Teorema da Contracao) (Stokey et al.l|
1989), o operador T' tem um tnico ponto fixo em (Cla, b], ||-||). [ |
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3.4 [X]

Considere o seguinte problema sequencial

v (k) = max Z Bru( u(cy)

ct,kt1,k1,¢,k2,¢
s.a. 0<¢ S fl(kl,t)a 0 < kip1 < folkay), vi=0,1,..
kl,t+k2,t S kta Vt:(),l,
ko > 0 dado,

onde f; e f, sao fungoes continuas, estritamente crescentes e tais que f,(0) = f5(0) =
0 e u(-) é continua e limitada em R,.

(a) Monte a equagao de Bellman associada a este problema.

A partir do problema sequencial, chegaremos no problema recursivo:

v'(k) =  max . Z Bru(cy)
—0

ctyki1,k1,t,k2,

=  max {u(co) + 4 Z %tu(ct)} (tirando t =0do ")

ct,kiy1,k1 6,k

B oo
=  max u(co) + 6 max Z B u(er)
co,k1,k1,t0 k2.t ct,kit1,k1,6,k2 ¢ —

o0
=  max u(co) + 6 max Z Bru(ciir)
co,k1,k1,t0 k2.t ct+1,kt4+2,k1,041,k2,t41 o

= max {u(co) + Bv*(kpy1)}

co,k1,k1,tq k2,1

Logo, podemos reescrever a equacao de Bellman como

v(k) = nax {u(c) + pu(K")}, sa. (¢, k) e T'(k)
em que, pelas restri¢oes supostas no problema, temos
L(k) = {(c,k) €RE; 0<c< fi(kh), 0 <K < folka), ki +ky <k}

Note que ¢, k' € RT, pois sao limitados inferiormente por 0, e limitados superiormente,
respectivamente, por fi(k1) e fa(ka), e que fi e fo s@o fungdes estritamente crescentes em k;
e ko com f1(0) = f2(0) = 0. Disto, segue que ki, ks > 0 e, portanto, 0 < ky + ko < k. Assim,
podemos supor que o dominio de I'(k) é R, e, por mapear o par (¢, k'), podemos descrever a
correspondéncia como I': Ry — R2. [ |

(b) Mostre que o operador de Bellman associado a este problema possui um anico
ponto fixo. Vocé pode assumir que a correspondéncia

L(k) = {(c.,K) eRY; 0 < v < filky), 0 <K < fa(ka), kr + ko < k}

satisfaz as condicoes do teorema do méaximo.

Estratégia da Prova:

T tem tnico ponto fixo: [Teorema 3.2 (Teorema da Contracao) (Stokey et al.| [1989])
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e (C(R4),]|"]l) € um espago métrico completo: [Teorema 3.1 (Stokey et al., [1989))

— C(R4) é conjunto de fungoes continuas e limitadas com norma do sup

e T é uma [-contragao: [Teorema 3.3 (Condi¢oes Suficientes de Blackwell para Contracao))|
[(Stokey et al.. [1989)|

— T:C(R;) = C(R,): operador T mapeia C'(R,) de fungdes em si mesmo
* T'v é limitada
« Tv & continua: [Teorema 3.6 (Teorema do Maximo) (Stokey et al.| [1989))
- (suposto) f(c, k") = u(c) + fv(k") é continua

- (suposto) T' é correspondéncia continua (hcs e hei)

- (suposto) I' & compacta (limitada e fechada).

- Para demonstracao desses passos supostos ver [aquil
— T satisfaz monotonicidade

— T satisfaz desconto

Mostraremos que o operador de Bellman associado a este problema possui um tinico ponto
fixo, logo, usando o [Teorema 3.2 (Teorema da Contracao) (Stokey et al., [1989)| precisamos
mostrar que (C'(R4),||-||) é um espago métrico completo e o operador 7' : C(R;) — C(R,) é
uma [-contragao.

(1) T é uma [-contragao:

Mostraremos que 7" : C(R;) — C(Ry), e T satisfaz monotonicidade e desconto.

(1a) T : C(R,) — C(R,):

Precisamos mostrar que T'v é limitada e continua. Como I' : Ry — R% satisfaz (por
suposigao) as condi¢oes do [Teorema 3.6 (Teorema do Maximo) (Stokey et al., [1989), entao Tw
¢ continua.

Note que v é uma fungao limitada, pois a funcao utilidade (retorno), u, é limitada. Logo,
como o maximo de uma funcao limitada é limitada, temos que Twv é limitada. Portanto,

T:CR,) — C(R,).

(1b) T satisfaz monotonicidade:

Sejam y e z as fungoes pertencentes a C(R, ). Tome z € R, tal que y(x) < z(z), Vz. Entao,
precisamos mostrar que Ty(k) < Tz(k),Vz € R,

Ty(x) = max{c+ By(z)}
< max{c+ Bz(z)} (pois y(z) < z(z), V)
=Tz(z).

(1c) T satisfaz desconto:

Sejam 8 € (0,1) e a > 0 e x € X. Para que a hipotese de desconto seja valida, precisamos
mostrar que [T'(u + a)](z) < (Tw)(z) + fa,Vu € C(X). Para o operador em questao, temos:
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T(u + a)(z) = max{c + Blu(z) +a])
= max{c + fu(z) + fa}
= max{c+ fu(z)} + fa
= Tu(z) + Ba.

Logo, T' ¢ uma [-contragao. Note que, como C'(R,) é um espago de fungdes continuas
e limitadas na norma do sup, entdo C(R;) é um espago de Banach (normado e completo).
Portanto, como (C(R4),||-||) ¢ um espago métrico completo e T é uma [-contragao, usando
[Teorema 3.2 (Teorema da Contragao) (Stokey et al.:1989i|, concluimos que 7' tem um tnico
ponto fixo v em C(R,). [ |

(c) Argumente que se v é ponto fixo do operador de Bellman no espago das fungoes
continuas e limitadas, entao v = v*.

Para mostrar que a solugao v de (FE) é igual a solugao v* de (SP), utilizaremos o
4.3 (Stokey et al.[ [1989)]

Primeiro, precisamos mostrar que R, ,I",v e 3 satisfazem a [Hipotese 4.1] e a [Hipotese 4.2
Para isto, é suficiente mostrar que v é limitada (acima ou abaixo) e § € (0,1). No item (b), ja
foi demonstrado que v é limitada e que 7' é uma f-contra¢ao com um S € (0,1). Logo, ambas
hipoteses sao validas.

No item (b) ja verificamos que v é solu¢ao de (FE), agora s6 resta provarmos provar que
é valida a "condigao de transversalidade da (FE)" (ver intui¢do em Krueger, 2017, pags. 108-
109), dada por

lim S"v(z,) =0, V(xo, 1, ..., p) € (x0), Vo € X,

n—oo

Quando n — oo, como [ € (0, 1), temos que " — 0, mostrando que a expressao acima é
valida. Portanto, concluimos que as solugoes de (FE) e de (SP) s@o iguais, ou seja, v = vx. B
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