2 Lista 2

2.0 [X] Definigoes, Proposigoes, Lemas e Observacgoes

Configuracao do Modelo.

o Ly capital em ¢

e n,: horas trabalhadas em ¢

e y;: bens de consumo

e y, = F(ky,ny): funcado de produgao agregada

e 0. taxa de depreciacao

e ;. investimento

o kg = (1—90) ki +1; : lei de movimento do capital

e y, > i; + ¢ factibilidade

Definigao 10 (Krueger), [2017). Uma alocacao {c, ki, ni},-, € factivel se, para todo ¢t > 0,

F(ke,ni) = ¢+ ki — (1= 0)ky
>0, k>0, 0<n <1
ko < ko

Definigao 11 (Krueger, 2017). Uma alocagao {ci, ki, ni},-, ¢ Pareto Eficiente se ela ¢

factivel e nao existe outra alocacao factivel {ét, l;:t, ﬁt} tal que
0

D BU(E) > BU ()

Formulacao Sequencial do Problema do Planejador Social.

w (ko) = max_ ZBtU (cr)
{ct,kt,nt}i g =0
F(kyyng) =ci+ ki — (1 —0) Ky
¢ >0
s.a. ky >0
0<n <1
0 < ko < ko

Hipoétese 1. U continuamente diferenciavel, estritamente crescente, estritamente concava e
limitada. Satisfaz as condigoes de Inada lim.,o U’ (¢) = 0. O fator de desconto [ satisfaz

g€ (0,1).
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Hipotese 2. F' é continuamente diferencidvel e homogénea de grau 1, estritamente crescente
e estritamente concava. Além disso, F'(0,n) = F (k,0) = 0 para todo k,n > 0. Também, F’
satisfaz as condigoes de Inada limy_,0 Fy, (k,1) = 00 e limg_,o Fi (k,1) = 0.

Formulacao Recursiva do Problema do Planejador Social.

v(k) = max {U(f(k) — k') + Bu(k)} (3.2)

o<’
em que:

e (3.2): Equacdo Funcional ou “Equacao de Bellman”
e v: funcao valor
e k: variavel de estado

e k': variavel de controle

k' = g(k): fungao politica

Problema do Planejador com Horizonte Finito 7'

T
wT (k?()) — max ZﬁtU (f (k?t) — /{Et+1), s.a. { Zog_k]%+01>§0f(§§3)0

{ker1}o —0

em que:

o (to,t1,....tr) e (ki, ko, ... kp, kpyr)
o U (f (kt) - kt+1) = 5tU(Ct)
BYU (f (kr) — kria]

escolha de T'+ 1 variaveis em um conjunto compacto

kT+1 = 0 no 6timo

0 < ki1 < f (k) < f(K)

Problema do Planejador com Horizonte Infinito ¢t — cc.

w (ko) = max ZﬁtU(f (ki) — k), s.a. { gog—k/gl>§0fd(§élz)

(k1320 45

Teorema 12 (Krueger], 2017). Suponha que U, § e F' (e portanto f) satisfacam

e [Hipotese 2| Entao, uma alocagao {k;11}5°, que satisfaga as equagoes de Euler e a condigao
de transversalidade soluciona o problema sequencial do planejador social, para um dado k.
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21 [X]

Considere a seguinte modificagao no modelo de crescimento neoclassico determinis-
tico. As pessoas da economia tém formacao de habitos de consumo, ou seja, a
utilidade é dada por

u({e}iZo) = Z B'U (¢t ci-1)

dado um certo c_;, em que U(c;,¢;—1) =Ine + vIne_;. Além disso, a fungao de pro-
dugao é dada por f(k) = Ak* e todo estoque de capital se deprecia a cada periodo.
(Podemos ignorar o trabalho aqui.) Desso modo, o problema do planejador de
escolher a trajetéoria de consumo que maximiza o bem-estar do consumidor pode
ser escrito como:

{Ct;?rtli)itoio ; 5t(ln “r " Ctil)
s.a. ¢+ ki < AR,

Ct, ki1 > 0

A>0,a€(0,1)

dados ko > 0ec_; > 0,

em que (€ (0,1) e v > 0. Aqui, ¢; representa o consumo da data ¢, k; é o estoque
de capital no comeco do periodo t.

(a) Escreva a equagao de Bellman associada ao problema sequencial acima.

Estratégia da Prova:

e Subsecao 3.2.1 (Krueger, [2017)).

Podemos reescrever o problema do planejador, considerando ky = ky no equilibrio e dado
Ulct,ci-1) =Ineg +vIneq, como:

w(kg,c_1) = max {Z B(In ¢; +71nct1)}
{et k13620 —
0<kesr<f(ke) =0
ko dado
_ = g | B
=  max Ineg +yIlnecy +p Z —(neg+vIne_q) p (tirando t =0 do )))
{ee k132 —
0<kes1< [ (ke) =
ko dado
4 [ T )
=  max Incg+~vyInc_;+ 6 max Z B (Ine +ylne_q)
0<k1<f(ko) {ke+1}524 —1
ko dado 0<kip1<f(ke) ~ "7
\ i k1 dado 1)
( B T
= max Inco +~vyInec_; + 5 max Z Bt(Incppq +vInc)
0<k1<f(ko) {krr2}i2 =0
ko dado 0<k o< f(kig1) a
\ k1 dado |
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Assim,

w(ke,c_1) = 0<£1<a;%k {Incog +yInc_y + pw(ky, )}, sa. ¢+ ki < Ak
ko dado

Logo, o problema recursivo é dado pela equagao de Bellman:

_ 1 1 .a. "< AR, 2.1.1
v(k,c 1) = 0<rkr/1§}<k){nc+”y ne_q + pu(k,e)}, sa. c+ k' < Ak ( )
k dado

A restricao ¢ + k' < Ak® se da a partir da [Defini¢ao 10 (Krueger] 2017} em que F(k;) =
¢t + ki1 — (1 — )k e, como temos depreciagao total em um periodo (6 = 1), segue que
F(k) = ¢ + ki
Como, no equilibrio, f(k;) = F(ki)+(1—0)k; e 6 = 1, entao f(ki) = F(k:). Pelo enunciado,
temos que f(k;) = Ak (sendo A > 0 constante) e, portanto,

f(kt) = F(kt>
ARy = ¢ + Ky, (2.1.2)

que pode ser reescrita como ¢ + k' = Ak, [ |

(b) Seja v*(kg,c_1) a fungao valor que resolve a equagao funcional estabelecida no
item anterior. Mostre que v*(ko,c_1) = E+ Flnky+ Glnc_; e que a trajetoria 6tima
de capital {k;,,}°, satisfaz Ink;, , = I+ HInk;, em que E, F, G, H e I sao constantes.
Ache férmulas explicitas para E, F, G, H e I em fungao dos parametros A, 3,«a e 7.

Estratégia da Prova:

e Subsecao 3.2.3 (Krueger, 2017): Guess-and-Verify (pag. 45)

— Aplicar suposta forma da fungao valor na equagao de Bellman obtida no item (a).
— Maximizar via CPO e obter k’.
— Aplicar £’ na equacao de Bellman e reescrever no formato suposto.

— Resolver sistema com as possiveis equivaléncias entre E, F, G e obter seus valores
em funcao de A, «a, (8,7 e aplica-los na fungoes valor e politica.

— Supor forma da func¢ao politica e estabelecer equivaléncias com I, H.

— Construir, via indu¢ao matemaética, uma sequéncia de capital e calcular o capital
estacionario k em que t — oo.

Daremos os palpites sobre os formatos da fungao valor, v, e da fungao politica & = g(k) no
equilibrio. Suponha que soluc¢ao de (2.1.1) tenha o formato

v(k,c.1)=E+ Flnk+Glnc_y, VkeR, (2.1.3)

em que F, F,G € R e sao constantes.
Aplicando v(k’,c) = E + Fln(k') + Glnc (periodo seguinte do formato da func¢do que
supomos no inicio) no problema de otimizagao/equagao de Bellman em (2.1.1)) temos:

Jnax {lnc+~ylnecy +B[E+ Flnk'+ Glnc}, sa. c+k < Ak®. (2.1.4)
0<k/<
k dado
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e substituindo ¢ = Ak* — £/, segue que
a 1t / a 1t
og%’lgf{(k){ln(Ak EY+~ylnc_y + B[E + FInk' + Gln(AE® — K]}
k dado

Note que ¢_; nao esta em fungao de k', apenas de k e k_;. Observe também que a funcao
objetiva (log) é concava, satisfaz Inada e nao deve ter solugao de canto. Portanto, por CPO:

N 1 pE PG
e 0= T A —w
0= _1+tPG | BF
Ak — kK
BE _ 1+ PG
W Ak —
o o 1+ BGK
Ak = S
, 1+5GY .
(14 129)
(1+BF+BG\
v (FE) =
ABF
[ e T 215
. (1+5F+BG> (2.1.5)

Aplicando (2.1.5) na equagao de Bellman ([2.1.4))
v(k,c.1) = max {ln(Ak* —K)+~ylnc_1+ BE+ FInk' + Gln (Ak* — k')]}

)
(c = Ak™ — I

® In (Aka — %k“) +ylne,

+ {E+Fln (%ka) +Gln (Ak:“ - %k“)]
—Ink®+1In (A— %) +ylne,

+ {E+Flnk°‘ + Flo (%) +GInk* + Gln (A— H?I’#m)}
— alnk +In (%) +ylne,

+8 [E—FaFlnkJrFln (%) +aGlnk+ Gl (%ﬂ
— (1+4G)In (%) +BFIn (%) +BE

+a(l+BF 4+ BG)Ink +ylnc, (2.1.6)

Em (x), o max "sumiu" pela aplicagdo funcdo politica 6tima, g(k) = k., que maximiza a

funcdo valor obtida em (2.1.4). Note que (2.1.6)) é comparéavel a forma suposta no inicio do
exercicio, v(k,c_1) = E+ Flnk + Glnce_y:

A(1 + BG) ABF

TV
~~ Flnk Glne_1
E
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Para verificar essas equivaléncias, solucionaremos o seguinte sistema:

{ E =(1+pG)n (11(,;;%;0) + FIn (1+§1§iﬁc> +6E

F =a(l+ BF + BG)
G =9

Aplicando G em F, segue que
F=a+abF + apfG

F—afF =a+ afy (G =7)
F(l—ap)=a+apy
_a(l+B9)
F = b (2.1.7)

Substituindo F' e G em E:

B Al + BG) ABF

A Apeitsy) a(1+8y)
E(1-8)=(1+p8y)n (Hﬁgiﬁﬁv) ) +ﬁa(1+ﬁv) ln( —ap )

Tap THY 1—-af L+ Bo=2gt + B
ABa(1+67)
A(l+57) a(l+pv) T—ap
=1+ ((l—aﬁ)+ﬁa(1+6g)+(1—aﬁ)ﬁv T (o) +pollefy) HI=ah)f)
-« 1-a
AL+ ) (1 —ap) )
=(1+ In
e (1 —aB+ Ba(l+ ) + (1 - af)fy

N Pa(l+p57) ( ABa(l + By) )
1—afB 1—af+ Ba(l+By)+ (1 —aB)by
A(1+ By)(1 — ap)

= (G L )
pa(l +py) ( ABa(l + By) )

1—af Ba(l+ B7) + (1 —apf)(1 + Bv)

A(L+ B7)(1 = ap) ) N pa(l +py) ( Apa(l + By) )

af +1—af)(1+ pv) 1—af (aB+1—-aB)(1+87)

pa(l + 5v)
W In (ABOZ)

1 Ba(l+ B7v)
=1-5 [(1 + By)In (A(1 — aB)) + 1—af

Substituindo F, F, G na funcao valor, temos:

vk, c) = ﬁ {(1 +B7)In(A(1 — aB)) + %2;7)

Aplicando F' e G na fungao politica (2.1.5)), segue

k,:< ABF )k%( ApeER )ka
*~ \1+BF + BG 1+ BB 4 By
:< Afally) )ka:< ABa(1 + f7) >ka
1fa,6’+6a(11+_6$+/37(1*a/3) (aB+1—apf)(1+5v)

= (ABa)k” (2.1.9)

+

e
= (14 87)In(A(l —aB)) +
In (Aﬁoz)] (2.1.8)

a1+ By)
1—ap

In (Aﬂa)} + Ink+vylne
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Suponha a forma da func¢ao politica com as constantes H, I:
Ink/, =1+ Hlnk; (2.1.10)
Por (2.1.9), sabemos que k;,; = (ABa)(k;)® e, ao tomarmos o In, obtemos:

(k7)) = In[(ABa) (k)7
= In (Afa) + In (k;)*
= In (Afa) + aln (k)

Portanto, fazendo a equivaléncia com os termos de (2.1.11)) (e ignorando que nao tem In(-)
no lado esquerdo da expressao), concluimos que:

I =1In(Apa)
{H . (2.1.11)

Agora, a partir a da fungao politica em (2.1.9)) e usando indugao matemaética, encontraremos
a sequéncia de capital solugao de ([2.1.1)):

kY = (ABa)[(ABa)kg]® = (ABa)' kg
kS = (ABa)[(ABa) kg™ = (ABa) Tt kg’
ki = gk) = (ABa)>=i=02" k' = (ABo) e kg’ (2.1.12)
Agora, calcularemos o capital estacionéario k a partir de k1 obtido em (2.1.12)
7 . . 1 o at
k= tliglo ki1 = tli>rg> (ABa) = kg

Note que, por a € (0,1), quando t — oo, o — 0, logo

lim k=1
e, portanto,
k= (Aﬁoz)ﬁ.
Note que
k=g(k)
(ABa)T= = (ABa)[(ABa) 7]
= (4B0)" 1%
= (Afa)
= (ABa)Ts.

Portanto, k é ponto fixo de g(k) e a sequéncia construida em ([2.1.12)) é solugdo para o
problema sequencial do planejador social. |
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2.2 x|

Considere novamente o modelo de crescimento neoclassico. Em que o planejador
escolhe uma sequéncia de capital para t =0, 1,2,... para maximizar

> B'U(c),  Be(0,1)

sujeito a uma sequéncia de restrigcoes de recursos dada por
e+ ke < f(ke) + (1= 0)ky, 6 €(0,1)

com uma condigao inicial ky > 0.

(a) Seja v(k) a funcao valor deste problema. Escreva e explique a equagao de
Bellman que determina v(k).

Estratégia da Prova:

e Subsegoes 3.2.1 e 3.2.2 (Krueger, [2017)).
e Note que § # 1. Logo, para ¢; > 0, precisamos de k; 11 < f(k;) + (1 — )k,

Note que, no equilibrio, a sequéncia de restricoes de recursos é valida para a igualdade e,
logo, sendo 0 € (0, 1),
C + kt+1 = f(k't) + (1 — 5>kt
Ct = f(k?t> + (1 - 5)l€t - kt+1.

Normalizando n; = 1, aplicando ¢; na [Formulacao Sequencial do Problema do Planejador]

e tomando kg = kg, obtemos:
w(ko) = max {Z 5tU(Ct)}

{ct k413520 =0
ko dado -

kg+éafizo t=0

= e QUL + (1= 3k — k] + 63 ZUL () + (1= Dk~ ]
k:o-%a(tizo t=1

(tirando t =0 do ")

= max § U[f(ko) + (1 = 0)ko — k1] + B | max {Z BT f (k) + (1= 0)ki — kt-l—l]}

k1 {kt+1}?il _
ko dado L k1 dado -
= max < U[f(ko) + (1 —)ko — k1] + 5 | max E BU[f (k1) + (1 — 0) kg — kiso)
k1 {ki12}52, —
ko dado | k1 dado t=0
= max {U[f(ko) + (1 = d)ko — k1] + fw(kr)},  s.a. 0 <k < f(ko) + (1 = d)ko.
!
ko dado
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Portanto, o problema recursiva é dado pela equacao de Bellman:

/ /
v(k) = ogk'g;ﬁf)lfu—d)k {U[f(E)+ (1 =8k — K]+ pu(k')}. (2.2.2)
k dado

A equagao de Bellman é um equagao funcional em que a solugdo é uma fungao, ao invés

de ser um ntmero ou um vetor. Ela postula que a utilidade ao longo da vida do agente
representativo é dado pela utilidade que o agente recebe hoje, U[f (k) + (1 — )k — k'], mais a
utilidade trazida a valor presente das utilidades do proximo periodo em diante, Sv(k’). Entao,
esta formulacao considera o trade-off do planejador: maior consumo hoje x maior estoque de
capital. (Krueger, 2017, pag. 43) [ |

(b) Para este e os proximos itens suponha que

1
U =d 1o se<7>0,cr7é17

In(c), seo =1

e que f(k) = zk* com a € (0,1) e z > 0. Resolva o modelo para os valores de steady
state ¢* e k*. (Dica: Vocé pode fazer isso utilizando os valores de ¢* e k* constantes
(c=d =c¢" ouk=Fk =k*) na equagao de Euler.) Qual a razao capital/produto em
steady state? E consumo/produto?

Estratégia da Prova:

e Subsecao 3.2.4 (Krueger, 2017) - Solu¢ao do Problema Sequencial por Equagdo de Euler
e Condigoes de Transversalidade (TVC).

e Usar relacao de estado estacionério k = k' = k* na equagao de Euler para encontrar k*

e A partir de k*, encontrar c¢* e y*.

Utilizaremos o problema na formulagao sequencial (2.2.1)), dado por:

w(ko) = max {Z 5tU[f(k’t) + (1= 0)k; — k’t+1]}

{kt+1}320

Supondo |Hipotese 1| e |[Hipotese 2| para as fungoes U, 5, F' e f, temos que as restrigoes sao
inativas, ou seja, 0 < kg < f(ky)+(1—9)k;. Portanto, podemos utilizar CPO’s para solucionar
o problema (sao necessarias e suficientes).

Primeiro, note que dentro do somatoério temos, para todo t,
A BU(Ke) + (1= 0)ky = k] + B U [(Riga) + (1= 0)kipr — Kiga] + -

logo, para derivarmos o somatorio por k1, precisamos considerar 2 termos que possuem ky, 1.
Pelas CPO’s:

[Feia] © =B U [f (k) + (1= ) ke — k] + BT ULf (Kisr) + (1= 0) ki1 — Keyo] [f (Beyr) +(1-0)] = 0

BU[f(ke) + (1= 8)ke = kpa] = BT [f (keyr) + (1= 8)ker — Fepo] [/ (Ruga) + (1 = 0)]
U'lf(ke) + (1 = 0)ke — k] = BU'[f (kewr) + (1 = 0)kesr — ko] [f (Kesr) + (L = 5)], (2.2.3)
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parat=0,1,2,...

Note que, no estado estacionario (steady state), k; = ki1 = k., portanto:

U'lf(ke) + (1= 0)ks — k] = BU'[f (k) + (1 = 6)ke — K[ (k) + (1 = 6)]

1=pB[f" (k) + (1 —9)] (dividindo por U”)
5= (k) + (1=0) (F(k) = =)
% = azk® '+ (1-196)

% — (1 —=96) = azk®!

16406

Baz o
% =kl (elevado a —1, pois v — 1 < 0)

Loz ﬁ_ l—oy =
(1—5+6ﬁ) = (&)

B Baz a
k”‘(1—6+ﬁﬂ> |

Agora, precisamos encontrar o produto em estado estacionéario, y,, tal que

B e Baz =i
%—f%o—ﬁa—zkng;%) ]

e

:(5—a)“‘21+12‘a
1—8448

o

:C_@;lewr
1—-8+4+468

e

:(5—“)”2@
1—3+03

Portanto, a razao capital/produto no estado estacionario é

1
1

v (75%) 7 4 s VL, fa
(o)

Note que, como k = k' = k, no estado estacionario, o consumo ¢ dado por

e = (k) + (1= 0k — ko = f(k) — Ok =y, — Ok,

Logo, a razao consumo/produto é

Y B Y ! 6y* ! 51_B+5B
(1= +08)—0Ba  1—-3+08(1—a)
N 1-38+468 1= p+68
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(c) Sejam z = 1, « = 0.3, § = 1/1.05, 6 = 0.05 e 0 = 1. Usando estes valores
de parametros, discretize o espaco de estados para o capital com n = 1001 pontos,
calcule e plote a fungao valor neste grid. Seja c¢(k) a fungao politica para o consumo.
Calcule e plote ¢(k). Como o comportamento de consumo e poupanca implicado
por essa funcao de compara com o steady state do item (b)ﬂ

Usando os parametros z,«q, 5,6 dados, em k,,y., ., obtidos respectivamente em ([2.2.4)),
(2.2.5) e (2.2.7)), temos

b — < Baz >1a _ ( T&O.B(l) : )1—0'3 s
1—-3+08 1 — 155 +0.055z

Jofer T-a 5 0.3 B
.= T—a — : 17-03 = 1.6
/ (1—B+56 ‘ - 1 40051

¢y = Ys — 0k, = 4.8 — (0.05)1.6 = 1.36

Note também que:
Closs oo M _ois
Y )

ou seja, 85% é consumido e 15% é investido/poupado no estado estacionario.

Para resolver numericamente a fungao valor, como o = 1, precisamos aplicar U(c) = Inc e

f(k) = zk* na fungao valor (2.2.2)), obtida no item (a):

v(k) = nglggglgf(lié)k {In[zk* + (1 = 0)k — K'] + Bu(k")}. (2.2.8)
k dado

# Fazendo as suposigles iniciais

k_grid = np.linspace(4, 6, 201) # Possiveis valores de k e k’

beta = 1 / 1.05

alpha = 0.3

delta = 0.05

sigma = 1 # Para itens (c) e (d), usar 1; para item (e), usar 0.5 e 2
z =1

n_k = len(k_grid) # Tamanho do vetor de valores de k e k’

# Criando lista de arrays de fungdo valor e fungdo politica
vO0 = np.zeros(n_k)
vn [vO]

g0 = np.zeros(n_k)
gn [gO0]

# Loop das iteragdes enquanto (while) é& menor do que dada dist ncia

tol_norma = 1le-5 # Toler ncia de dist ncia entre fungdes valor (0.00001)
norma = np.inf # Valor inicial da norma = infinito
n = 0 # Contador de iteracgdes

while norma > tol_norma:
# Aplicar a cada iteragdo Operador de Bellman em objetos genéricos Tv e Tg

2Dica: Seu grid deve ter o ponto k* em seu interior. Por exemplo, vocé pode usar um grid K = {0.7k* <
.. <k* < .. <1.3k*}. Note que dado um n a escolha do grid pode nao gerar uma funcao politica muito suave.
Faga experimentos em que vocé altera n e os limites inferiores e superiores do grid para observar esse fato.
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Tv = np.zeros(n_k)
Tg = np.zeros(n_k)
f_obj = np.zeros((n_k, n_k))
n += 1
for i in range(n_k):

for j in range(n_k):

if k_grid[j] >= 0 and k_grid[j] <= z*xk_grid[i]l**alpha + (1 - delta)=x*

k_gridl[il:
if sigma == 1: # Utilidade na forma log
f_objl[i,j]l = log(z*k_grid[il**alpha + (1 - delta)*k_gridl[i]
k_grid[j]l) + betaxvn[n-1]1[j]
else: # Utilidade na forma de razéo
f_objl[i,jl = ((z*xk_grid[i]**alpha + (1 - delta)*k_grid[i] -
k_grid[jl)**(1 - sigma) - 1) / (1 - sigma) + betax*vn[n-1][j]
else:
f_objli,jl = - np.inf
Tv[i] = np.max(f_objl[i,:])
Tgl[i]l] = np.argmax(f_objl[i,:])

# Quando acabar loop de linha, jogar fungdo valor em vn e politica em gn
vn.append (Tv)

gn.append(Tg)

norma = max(abs(vn[n] - vn[n-1]))

# Trocando indice em gn por valores de k’
for funcao in gn:
for i in range(len(funcao)):
funcao[i] = k_grid[int (funcaol[i])]

Geradas as fungoes valor e politica de capital, faremos as visualizagoes das convergéncias

de acordo com o numero de iteragoes:

# Visualizacgdo grafica da converg ncia da fungdo valor
fig, ax = plt.subplots ()

# Inclusdo de cada fungdo valor no grafico
ax.plot(k_grid, vn[0], label=’$v_0$’)
ax.plot(k_grid, vn[1], label=’$v_1$’)
ax.plot(k_grid, vn[2], label=’$v_2$°’)
ax.plot(k_grid, vn[4], label=’$v_4$’)
ax.plot(k_grid, vn[10], label=’$v_{10}$°)
ax.plot(k_grid, vn[25], label=’>$v_{25}$7)
ax.plot(k_grid, vn[50], label=’>$v_{50}$’)
ax.plot(k_grid, vn[100], label=’$v_{100}$")
ax.plot(k_grid, vn[n], label=’$v_{convergidol}$’)

# Legendas

; ax.set_xlabel (’Capital’)

ax.set_ylabel (’Fungdo Valor’)
ax.set_title(’Converg ncia da Fungdo Valor?’)
ax.legend ()

plt.show ()

# Visualizagdo grafica da converg ncia da fungdo politica
fig, ax = plt.subplots ()

# Inclusdo de cada fungdo valor mno grafico
ax.plot(k_grid, gn[1], label=’$g_1$’)
ax.plot(k_grid, gn([2], label=’$g_2$°)
ax.plot(k_grid, gn[3], label=’$g_5%’)
ax.plot(k_grid, gn[10], label=’$g_{10}$’)
ax.plot(k_grid, gn[n], label=’$g_{convergidol}$’)
ax.plot(k_grid, k_grid, ’--’, label=’45 graus’)

24



IS

=W

Convergéncia da Funcdo Valor

=) L o -~
555

w

Fungao Valor

T
5.00
Capital

T T T T
400 425 450 475

# Limites do grafico

# ax.set_ylim([4.5, 5.3]) # tamanho minimo e maximo vertical

# ax.set_x1im([4.5, 5.3]) # tamanho minimo e maximo horizontal
; # Legendas

ax.set_xlabel(’Capital’)

ax.set_ylabel (’Fungdo Politica’)

ax.set_title(’Converg ncia da Fungdo Politica’)

ax.legend ()

plt.show ()
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Os graficos acima mostram a convergéncia da funcao politica, sendo que o da direita é um
zoom do grafico da esquerda. Nelas, vemos que a reta de 45 graus, que corresponde os pontos
em que k = &/, cruza a fungao politica de capital g(k) proximo a 4.8 (valor calculado acima para
o capital estacionario). Podemos também encontrar numericamente o capital estacionario:

p = int(ap.round(np.random.uniform(0, n_k - 1, size = 1), 0)) # aleatorio
print ("Indice inicial do capital (aleatorizado):", p) # Indice randomizado
while k_grid[p] != gn[n]l[pl: # até termos k = k’

p = np.where(k_grid == gn[n][p]) [0][0] # Aplica o indice de k’ em k
print ("Indice do capital estacionario:", p) # Indice do capital estacionério
g_ss = k_gridlpl
print ("Capital estacionario k* =", np.round(g_ss, 3))

# Consumo estacionario c* - a partir do kx*
c_ss = z *x k_grid[pl**alpha + (1-delta)*k_grid[p] - k_gridl[p]
print ("Consumo estaciondrio c* =", np.round(c_ss, 3))

Indice inicial do capital (aleatorizado): 104
indice do capital estacionario: 82
Capital estacionario k* = 4.82

Consumo estacionario cx = 1.362

Note que o capital estacionario encontrado é bastante préoximo ao valor teérico de 4.8
(calculado acima). Inserir mais dos que os 201 pontos definidos para k e/ou diminuir o tamanho
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do intervalo pode auxiliar numa melhor precisao deste valor. Agora, visualizaremos a funcao

politica de consumo a partir da fungao politica do capital convergida:

# Calcular a fung8o consumo ¢ = f(k) + (1 - \delta) k - k’
cn = z * k_grid**alpha + (1-delta)*k_grid - gnl[n]

# Visualizacgdo grafica da fungdo politica de consumo
fig, ax = plt.subplots()

# Inclusdo de cada fungdo valor no grafico
ax.plot (k_grid, cn, label=’$c_{convergidol}$’)

# Legendas

ax.set_xlabel (’Capital’)

ax.set_ylabel (’Fung8o Politica de Consumo’)
ax.set_title(’Funcg8o Politica de Consumo dado Capital?’)
ax.legend ()

plt.show ()

Fungdo Politica de Consumo dado Capital
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(d) Suponha que a economia esta em steady state em ¢ = 0. E ha uma mudanga
permanente de z = 1 para 2z’ = 1.05. Calcule e plote a nova fungao valor associada
com 2. Compare ela com a fungao valor encontrada em (c). Calcule e plote a
dinadmica de transicao do capital e consumo dessa economia para o ajuste ao novo

steady state.

Nesta segao, usaremos as fungoes convergidas (obtidas no item anterior) como "ponto de

partida" para a nova economia, em que z = 1 se torna 2z’ = 1.05.

# Fazendo a alteragdo em z
z = 1.05

# Fungdes iniciais s8o as convergidas na economia anterior
vn = [vn([n]]

gn = [gn[n]]
norma = np.inf # Valor inicial da mnorma = infinito
n = 0 # Contador de iteracgdes

while norma > tol_norma:

# Aplicar a cada iteragdo Operador de Bellman em objetos genéricos Tv e Tg

Tv = np.zeros(n_k)
Tg = np.zeros(n_k)
obj = np.zeros((n_k, n_k))

f_
n += 1
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for i in range(n_k):
for j in range(n_k):
if k_grid[j] >= 0 and k_grid[j] <= zxk_grid[i]lx**alpha + (1 - delta)*
k_grid[il:
if sigma == 1: # Utilidade na forma log
f_objli,j] = log(zxk_grid[i]**alpha + (1 - delta)*k_grid[i] -
k_grid[jl) + betax*vn[n-1]1[j]
else: # Utilidade na forma de razéo
f_objli,jl] = ((zxk_grid[i]**alpha + (1 - delta)*k_grid([i] -
k_grid[jl)**(1 - sigma) - 1) / (1 - sigma) + betax*vn[n-1][j]
else:
f_objli,j] = - np.inf
Tv[i] = np.max(f_objli,:])
Tgl[i] np.argmax (f_obj[i,:]1)

# Quando acabar loop de linha, jogar fungdo valor em vn e politica em gn
vn.append (Tv)

gn.append (Tg)

norma = max (abs(vn[n] - vn[n-11))

; # Trocando indice em gn por valores de k’ (retirando o 1 - ja trocado)
for j in range(1l, len(gn)):
for i in range(len(gn[int(j)]1)):
gnlint (j)1[i] = k_gridlint(gnlint(j)I[i])]

# Visualizacdo grafica da converg ncia da funcg8o valor
fig, ax = plt.subplots()

# Inclusdo de cada funcgdo valor no grafico
; ax.plot(k_grid, vn[0], label=’$v_0\ (z = 1)$’)
7 ax.plot (k_grid, vn[n], "--", label=’$v_{convergido}\ (z~\prime = 1.05)$°)

# Legendas

ax.set_xlabel(’Capital?)

ax.set_ylabel (’Funcédo Valor’)

ax.set_title(’Mudanga da Fung8o Valor de $z$ para $z~\prime$’)
ax.legend ()

plt.show ()

; # Calcular o comsumo c = f(k) + (1 - \delta) k - k’
cO = cn # fungdo politica de consumo anterior
cn = z * k_grid**alpha + (1-delta)*k_grid - gnl[n] # fungdo politica de consumo nova

# Visualizacgdo grafica da fungdo politica de consumo
fig, ax = plt.subplots()

# Inclusdo de cada fungdo valor mno grafico
ax.plot (k_grid, cO, label=’$c_0\ (z = 1)$’)
ax.plot(k_grid, cn, "--", label=’$c_{convergido}\ (z~\prime = 1.05)$’)

# Legendas

ax.set_xlabel(’Capital’)

ax.set_ylabel (’Fungdo Politica de Consumo’)

ax.set_title(’Mudancga da Fung&o Politica de Consumo de $z$ para $z~\prime$’)
ax.legend ()

plt.show ()

# Encontrar numericamente o capital estocastico k* e guardar variaveis de transicgéo
print ("Indice inicial do capital (do k* anterior):", p) # Indice randomizado

27



V]

oos W

Mudanga da Fungdo Valor de z para z’' Mudanga da Fungao Politica de Consumo de z para 2/

160
BS54 wiz=1 — clz=1)
Veomergias (2 = 1.08) P 155 A Coonvergiao (2= 1.05) -
B0 1 - g
= 150
- 5
§ 754 E 145
[=] -]
glm %lw-
= & 135
6.5 1 &
S5 130
601 125
400 425 450 475 500 525 550 575 600 400 425 450 475 500 525 550 575 600
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print ("Capital inicial (k* de z = 1) =", np.round(k_gridlpl, 3))
g_transicao = []
c_transicao = []
t_ss = 0 # Contador de periodos para estado estacionario
while k_grid[p] != gnl[n]l[pl: # até termos k = k’
aux = p
g_transicao.append(k_gridl[p]l)
p = np.where(k_grid == gnl[n][p]) [0][0] # Aplica o indice de k’ em k

c_transicao.append(z * k_grid[aux]#**alpha + (l1-delta)*k_grid([aux] - k_gridl[pl)
t_ss += 1

print ("Foram necessarios", t_ss, "periodos para atingir o novo estado estaciondrio.")
print ("Indice do capital estacionario (novo):", p) # Indice do capital estacion&rio
g_ss2 = k_gridl[pl]

print ("Capital estacionario k* (z’ = 1.05) =", np.round(g_ss2, 3))

# Consumo estacionario c* - a partir do kx*

c_ss2 = z x k_grid[p]**alpha + (1-delta)x*k_grid[p] - k_gridl[p]

print ("Consumo estaciondrio c* =", np.round(c_ss2, 3))

Indice inicial do capital (do k* anterior): 82

Capital inicial (k* de z = 1) = 4.82

Foram necessarios 20 periodos para atingir o novo estado estaciomnario.
Indice do capital estacionario (movo): 114

Capital estacionario kx (z¢ = 1.05) = 5.14

Consumo estacionario c* = 1.459

A mudanca de z = 1 para 2’ = 1.05 faz aumentar o capital estacionario de 4.8 para 5.1, e o

consumo estacionario de 1.36 para 1.46 (as curvas deslocam-se para cima). Também podemos
verificar como se deu a transi¢ao destes valores ao longo do tempo:

# Visualizacgdo da transigdo do capital
fig, ax = plt.subplots ()

# Inclusdo de cada fungdo valor mno grafico
ax.plot(range(len(g_transicao)), g_transicao)
ax.plot([-3, 0], [g_ss, g_ssl)

# Legendas

ax.set_xlabel (’Periodos’)

ax.set_ylabel (’Estoque de capital ($k$)’)
ax.set_title(’Transicdo de capital ao longo do tempo’)
ax.set_x1im (-3, 25)

plt.show ()

# Visualizacgdo da transigdo do consumo
fig, ax = plt.subplots ()
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# Inclusdo de cada fungdo valor mno grafico
ax.plot(range(len(c_transicao)), c_transicao)
ax.plot ([-3, 0], [c_ss, c_ss])

# Legendas

ax.set_xlabel (’Periodos?’)

ax.set_ylabel (’Estoque de consumo ($c$)?’)
ax.set_title(’Transig8do de consumo ao longo do tempo’)
ax.set_x1im (-3, 25)

plt.show ()

Transi¢ao de capital ao lengo do tempo Transi¢do de consumo ao longo do tempo
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Ambas quantidade de capital e de consumo crescem. No entanto, o consumo tem um
aumento brusco ja em ¢ = 0 com a mudanca de z = 1 para 2z’ = 1.05, diferente do capital que
depende das decisoes de investimento realizadas em periodos anteriores a mudanca. |

(e) Refaga os itens (b) ao (d) considerando o0 = 0.5 e 0 = 2. O que muda? Dé a
intuicao dos seus resultados.

A mudanca de o altera o formato a funcao de utilidade, dada por:

1
Ule) = , seoc>0,0#1

l1—0

Para resolver numericamente a funcao valor, como o = 0.5, a funcao valor com a forma de
utilidade acima serd dada por:

[k + (1= )k — K] — 1

l1—0

v(k) = max
0<k'<zk®+(1—8)k
k dado

+ ﬁu(k')} . (2.2.9)

As tnicas alteracoes sao as trocas, no codigo, do o e da fungao de utilidade
log(z*xk_grid[i]l**alpha + (1 - delta)x*k_grid[i] - k_grid[j]) + beta*vn[n-1][j]
para

((z*k_grid[i]**alpha + (1 - delta)*k_grid[i] - k_grid[jl)**(1 - sigma) - 1) / (1 -
sigma) + betaxvn[n-1]1[j]

e, portanto, o codigo nao sera incluido neste item, apenas os resultados e graficos.

Caso g = 0.5:

Quando z = 1, temos os seguintes resultados:
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| Indice inicial do capital (aleatorizado): 94

2

4 Consumo estacionario cx =

Indice do capital estacionario: 81
3 Capital estacionéario kx = 4.81

Note que os resultados, mesmo com a alteragao de o = 1 para o = 0.5, o capital estacionério,

1.361

k*, e o consumo estacionario, ¢*, permanecem iguais.
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Quando z = 1.05, temos os seguintes resultados:

1 Indice inicial do capital (do k* anterior): 81
2 Capital inicial (k* de z = 1) = 4.81
3 Foram necessarios 16 periodos para atingir o novo estado estacionéario.

4 Indice do capital estacionario (novo): 114
5 Capital estaciondrio kx (z¢ = 1.05) = 5.14
6 Consumo estacionario c* = 1.459
Mudanga da Fungdo Valor de z para z’' Mudanga da Fungao Politica de Consumo de z para 2/
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Ao alterar para z’ = 1.05, os valores no estado estacionéario também sdo os mesmos de
quando 0 = 1. Note que, para atingir o novo estado estacionério, foram necessarios 16 periodos
(a0 invés de 20 no caso em que o = 1). Intuitivamente, o consumo ¢é altamente substituivel
ao longo do tempo - ou seja, o a elasticidade intertemporal de substituicao é relativamente
alta: 1/0 = 2. Neste caso, a necessidade de suavizagao do consumo é baixa, logo, o planejador

realiza a transicao de maneira mais rapida.
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Caso g = 2:

Quando z = 1, temos os seguintes resultados:

Indice inicial do capital (aleatorizado): 74
Indice do capital estaciondrio: 78

Capital estacionario k*x = 4.78

Consumo estacionadrio c* = 1.36

Assim como em o = 0.5, os resultados para o = 2 sao iguais do item anterior (o = 1).
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Capital Capital

Quando z = 1.05, temos os seguintes resultados:

Indice inicial do capital (do k* anterior): 78

Capital inicial (k* de z = 1) = 4.78

Foram necessarios 25 periodos para atingir o novo estado estaciomnario.
indice do capital estacionario (movo): 112

Capital estacionario kx (z¢ = 1.05) = 5.12

Consumo estacionario c* = 1.458

Note que, para atingir o novo estado estacionério, foram necessarios 25 periodos (ao invés
de 20 no caso em que ¢ = 1). Intuitivamente, o consumo é altamente complementar ao
longo do tempo - ou seja, o a elasticidade intertemporal de substituicao é relativamente baixa:

1/o = 0.5. Neste caso, a necessidade de suavizagao do consumo ¢ alta, logo, o planejador
realiza a transicao em um periodo maior e a convergéncia ao estado estacionario demora mais.
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