1 Lista 1l

1.0 [X] Definicoes, Proposicoes, Lemas e Observagoes

Definicdo 1 (Krueger, 2017). Uma alocagdao é uma sequéncia (¢!, ¢?) = (¢f, )2, de
consumo em cada periodo para cada individuo.

Definicao 2 (Krueger, 2017). Um Equilibrio (Competitivo) de Arrow-Debreu é um par

{Pe}ico € ({éi}:io)i:m

tal que

(1) Dado {p,},~,, para cada ¢ € {1,2}, a sequéncia {éi}zo resolve

(s D Z 6 (c}) (2)

(2) Mercados em equilibrio em cada t € N

&+ =el+e? VteN (5)

Definigao 3 (Krueger, 2017)). Uma alocagao (c', ¢?) = (¢}, ¢}),—, € factivel se

ct>0 VteN, Vie {1,2}
cf +c? <el+ e vt € N.

Definicao 4 (Krueger, 2017). Uma alocacdo {(c{, c?)},-, ¢ Pareto Eficiente se ela é factivel

e nao existe outra alocacao {(5%, é?) }Zo tal que

u (@) >u(c) Vi € {1,2}
u () >u(c) para algum ¢ € {1,2}

Proposigao 5 - I Teorema do Bem Social (Krueger, 2017). Seja {(étl,éf) }zo uma

alocagao de E.C. de Arrow-Debreu. Entao {(é%, &) }jo

_, ¢ uma alocagao eficiente de Pareto.




Método de Negishi (1960) para Computar Equilibrios. O Problema do Planejador é

max _ {a'u (c') +’u(?)} (6)
{(ehe)} 2,
ca { i >0 vVt e N, Vi e {1,2}
o et +c2 <ef + e vVt €N

<  max _ Z B {a'In(¢;) + o*In(cf) }
{(chet)},2y =0
>0 vVt e N, Vi € {1,2}
s.a.{ o+t <2 Vt € N

Proposi¢ao 6 (Krueger, 2017). Toda alocagao {(c},c?)},~, que resolve o problema do
Planner (6) para algum vetor de pesos de Pareto a = (a',a?) € R2 é Pareto Eficiente.

Proposigao 7 (Krueger, 2017). Inversamente, alocagao {(c},c?)},-, eficiente de Pareto é
solugao de (6) para algum vetor de pesos de Pareto a = (a!,a?) € R% |, a # 0.




11 [X]

Considere uma economia com o tempo discreto e infinito, i.e., t = 0,1,2,.... Nesta
economia vivem duas pessoas de vida eterna indexadas por ¢ = 1,2. Existe um
tinico bem, que é perecivel, e cada pessoa tem uma dotagio e = 1 para todo t
deste bem. As preferéncias das pessoas sobre um fluxo de consumo, {c},, sdo
dadas por

{Ct}t 0 Zﬂzt In ¢,

em que 0 < #; < [ < 1. Toda informagao desta economia é publica e nao ha
nenhum risco. Em ¢t = 0, antes de receber a dotacao, as pessoas se encontram em
um mercado central e transacionam unidades do bem de consumo para todos os
periodos. Denote por p; o preco de uma unidade do bem no periodo t. Em todo
t > 1 as pessoas voltam ao mercado central para executar as trocas negociadas em
t = 0. Assuma que os acordos feitos no inicio dos tempos sao sempre honrados
pelas pessoas.

Estratégia da Prova:

e Principais diferengas em relagdo a economia do Capitulo 2 de |[Krueger| (2017)):

— Preferéncias individuais distintas: fatores de desconto temporal 3! sao distintos para
cada i = 1,2, com (1 < fs.

— dotagoes €! sdo iguais a 1 para toda pessoa i e todo tempo t.

(a) Defina uma alocagao factivel para esta economia.

Para uma alocagao ser factivel requer que o consumo seja nao-negativo e satisfaca a restrigao
de recursos (soma das dotagoes é maior ou igual & soma dos consumos) para todos os periodos
t, como definido por [Krueger (2017) em:

m Uma alocagao (¢!, c?) = (¢}, 7)o, € factivel se

>0 vt eN, Vie{1,2}
e+t <el + el vVt e N

(b) Defina um equilibrio competitivo (de Arrow-Debreu) para esta economia.

A partir da [Defini¢ao 2| (Krueger| [2017), substituiu-se 8* por ! em (2), dado que, neste

exercicio, as preferéncias individuais sao distintas, com 0 < 8 < 82 < 1.

Definigao 2’. Um Equilibrio (Competitivo) de Arrow-Debreu (AD) é um par

{Pi}izo € ({éi}zo)i:m

tal que



(1) Dado {p,},~,, para cada ¢ € {1,2}, a sequéncia {ct} resolve

max Zﬁt In (c}) (27)
{a} =

D p'a < ) e (3)
t=0 =0
>0 vVt eN (4)
(2) Mercados em equilibrio em cada t € N
&+ =el e VteN (5)

(c) Caracterize o equilibrio competitivo da economia.

Estratégia da Prova:

e Segao 2.2.2 de Krueger| (2017) ndo é muito promissor.
e Segao 2.2.4 de Krueger| (2017)) - Método de Negishi:
1. Resolver o problema do planejador para alocagoes eficientes de Pareto indexadas

nos pesos de Pareto a = (o', a?)

2. Usar multiplicadores de Lagrange y;/2 para as restri¢goes de recursos no problema
do planejador.

3. Encontrar os pesos de Pareto normalizados tal que as func¢oes de transferéncia sejam
iguais a zero.

4. Alocacgoes de eficientes de Pareto correspondentes a & sao alocacoes de equilibrio;
os pregos de equilibrio sdo (multiplos de) multiplicadores de Lagrange do problema
do planejador.

Seja o par {p;}:2, e {¢i}2,, para i = 1,2, Equilibrio Competitivo de Arrow-Debreu (AD),
entao resolvendo o problema do consumidor temos:

7 ()50 = Y () (zpt _et>

Note que, em (*), o sinal ¢ negativo, pois p; (¢t —e!) < 0. Observe também que \; é o
multiplicador de Lagrange para a restrigao or¢camentéaria.

CPO’s para ci:

0<L 1 !
dcy Gt Ptct
0Z - i i
0= o, :Zpt (ct—et) =0 (1.1.2)



i
Analogamente, para c;_;:

o0& 1 i
dc; Cii1 Pt+1C 41
Igualando \; de (1.1.1)) e de ([1.1.3]), temos, para i = 1,2:
sz - Bﬁj =
biCy Pi+1Ciyq
1 /Bi . . . t
- = — = (dividindo por f})
DPiC Pt+1Ciy1
Pir1Cipq = Bipe; . VEEN (1.1.4)
Somando equagoes (|1.1.4)) para i =1 e i = 2, temos
pt+10i+1 +pt+1C?+1 = 51pt0t1 + 522%0? —
P (o + i) = pi(Brey + foc) =
pt+1(e}+1 + efﬂ) = pi(Bic] + Boct) = (no equilibrio ¢; = e; = 2)
2pp1 = pt(ﬁlctl + BQC?) <= (1.1.5)
2pi41 = pu [51(2 - Cf) + ﬁch] <~ (C% =2- C?)
201 = pe(261 — Bici + foc}) =
281 + (Bs — B1)c?
Pei1 = pr b (522 Bu)ci . VteN (1.1.6)
Por indugao matemética, temos
2 — B)2\'
e (BBBEY
Tomando, sem perda de generalidade, py = 1, temos
2 AN
Dy = ( by +(522 51)00) . WteN (1.1.6")

Para encontrar ¢7, substituimos (1.1.6) em (1.1.4]), para i = 2:

(pt 261 + (ﬁ22 — 51)&2) Cfﬂ — Bopyc?

261 + (B2 — ﬁl)c? 9

_ 2
9 Cip1 = Bacy

2 =c 25,
o L2, + (B2 — Br)ct’

vVt e N

Por indugao matematica, temos

2 _ 2 20, >t
Ct_co(251+(ﬁz—ﬁl)03 , VEeN

()




Pelo método acima, os calculos serao mais complexos e ha resultados com fung¢oes implicitas.
Usaremos, entdo, o [Método de |Negishi (1960)) em que o Problema do Planejador é:

max atu () + o?u (2 6
{(c%’cg)}joo{ (c) (<)} (6)

<  max _ ot Z Bin(c;) + o? Z BLIn(c?)
{(chet) ), =0 t=0
ca i >0 vVt e N, Vi e {1,2}
” et +c2 <ef+e? Vt €N

Anexando multiplicadores de Lagrange iguais a p;/2 para as restrigoes de recursos, o La-
grangeano ¢ dado por

Z=a'y filn(e)) +a*Y Biln(d) ~ £ <Z (e + ¢} — 2))

2
t=0 t=0 t=0
As CPO’s sao:
0 Oélﬁf Mt 0415{ Lt
dct ct 2 ct 2 ( )
0L  o*B5 a’By
dc? c? 2 c? 2 ( )

Note que p; nestas CPO’s tem o mesmo papel de p; nas CPO’s de ((1.1.1)) e (1.1.2)), ou seja,
é uma medida de escassez (Krueger, 2017, pag. 18). Portanto, h4 uma conexao proxima entre
1 € py, tal que, no equilibrio,

Pt = .

Igualando (1.1.7)) e (1.1.8), temos

2 _ o8,

c c?
t
ol — a'fic] _ 0‘_1 b 2 (1.1.9)
oars ot \py) ! h

Substituindo ([1.1.9)) na restrigao de recursos no equilibrio competitivo, temos

)= ————— (1.1.10)

Gla)=—— (1.1.11)



Substituindo (1.1.10) em (1.1.8)), segue que
23t
e By B
B TRy (A

Kt o a252 & :
9 - 62 Oé2 (52)
pe =o' Bl +a?ph (1.1.12)

As fungoes de transferéncia, t'(a) para i = 1,2, sdo definidas por

@) =Y e fci(e) = 1] = mci(e) = > (1.1.13)

Note que ((1.1.10)) e (1.1.11]) estdo no formato, para i, j = 1,2 com i # j,
2

. t*
% Bj
L ()

Substituindo a expressao acima e (|1.1.12)) em ((1.1.13)), obtemos

cila) =

. > : 2 = . .
ta)=> (Bl +aB) | ———— | =D ('8 + /)
t=0 1+ a_z (%) t=0
=200 B4 alpl) & .
=2 —ZW S os,
=0 1+ 2 o ( ) t=0
Bi
0 Oélﬁf _|_ o 5t ; (&) ' e o]
) SE L) SR o
=0 gt t=0 t=0
- Zﬁt + o ﬂt 7 t t t
:onﬂﬁt-i-ajﬁt 5 _O‘Zﬁ _QJZB
_ 9 a a ol
5 1-5 15
t'(a) = — 1.1.14
R (1114
Agora, como t'(a) = 0,Vi = 1,2 no equilibrio, temos
t'(a) = — =0
(@) 1-08 1-0;

Como o' e a? sdo pesos arbitrarios e o que importa ¢é a relagao entre eles (' /a?), tomamos
os pesos tal que a! +a? =1 <= a? =1 — a!, sem perda de generalidade. Logo,
al 1= al
1-61 1-5
al(l=p) =(1-a")(1-p)
a'(1—=PFy)=1—p1—a'(1—5)
(1=FB)+a'(1-5)=1-p
a'2=pf—fa)=1-1
G 15
2—01— DB

>0 (1.1.15)



em que a! > 0, pois 31, 2 < 1. Analogamente, para i = 2, temos

1—
&2_ ﬁQ

2 55 "

Note que a; > o, dado que os denominadores sdo idénticos e (1 — §1) >

By > B1. Agora, aplicando ([1.1.15)) e (1.1.16)) em (1.1.10) e (1.1.11)), temos

o= ; - ;
t 1—p59 t_ 1-3: B !
14 (271671/;1»32> (%) 1+ 1—/3? (5_?)
(2751,52)
e
C? = 8 -

1— - t
EE ) k)

Como py

Pr = e = B+ Bl
(=B Np (1B
_(zw%—@)@+<2—m—ﬂ)ﬁ2
b= 5%(1—51)4-55(1—/@2)
' 2 — B — B

Portanto, é Pareto Eficiente a alocagao {(é%
(6) para o vetor de pesos de Pareto a = (&', &2

) € R2 tal que

Cl 2
t = t
1-3: B2
1+ =5 ﬁf(ﬁf)
9 2
2 _
1-6, (8
ep (2)
~1 1_ﬁ1
0@ =—
2—p1— P
2 1 — [
O =—"
2_61_52

sob os precos de equilibrio

5 = B0=B) + 81— )
' 2 — b1 — B '

= 11/2 no equilibrio, aplicando (1.1.12)), (1.1.15) e (1.1.16]), obtemos

(1.1.16)

(1 — Bs), pois

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)

&)}, que resolve o Problema do Planejador

=
—
—_
—_
~
S—

=
—
—_
—_
0.9)
S—

—
—_
—_
Ne)
S—

(d) Seja ¢ o consumo da pessoa i no periodo ¢t em equilibrio. Mostre que:

i) el—2>0

i) limy oo ¢l =0 e limy ;o &2 =2



Item (i):
Usando ((1.1.17)) e (1.1.18]) para t = 0, obtemos:

a4 2 2
U 0 1-B2
16y (B2 1+ =5
1+ 5 (ﬂf) 1=h1

2 2

2

0= s (50 14 12
1+ =5, (5—2> 1-52

Como 0 < 1 < fy < 0, temos que (1 — B2) < (1 — 1) e, portanto, o denominador de
¢ ¢ maior do que de ¢}. Portanto, como o numerador de ambos consumos iniciais sao iguais,
concluimos que

1 2 12
Cp>¢ = ¢ —¢c >0

[ |
Item (ii):
e Para c}: por (1.1.11)), temos que
2
ci(a) = — (T1.11))
o] 2
1+ (%)
— Note que 33 > (1, portanto £%/st > 0.
— Portanto, quando t — oo
i () -
im (— | =00
t—o0 /81
— Logo, o denominador de ((1.1.11)) vai a infinito e
lim ¢; =0
t—o0
e Para c¢?: por (1.1.10)), temos que
2
Ala) = o (1.1.10)
[0} 1
— Note que B2 > f31, portanto 8' /2 < 0.
— Portanto, quando t — oo
t
lim (&> =0
t—o0 /82
— Logo, o denominador de (1.1.10)) vai a 1 e
lim ¢ = 2
t—o0
|

(e) Explique a intuigdo dos resultados demonstrados no item anterior.
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1

O fato da diferenca, ¢ — ¢, ser positiva se da pelo fato de 81 < (35 tal que 31, B2 € (0,1).
Um maior § preserva mais os valores quando os t’s sao maiores, ou seja, indica uma maior
“paciéncia”’ do consumidor em relagao a consumos futuros. Como f; < (5, o individuo 1 é mais
impaciente e, portanto, consome mais do que o 2 nos periodos iniciais, enquanto o individuo
2 ¢ mais paciente e consome mais no futuro. Portanto, ¢j — ¢3 > 0 e, quando t — oo, ¢ — 2
(total de dotagao em um periodo) e ¢} — 0.

() E facil ver que as sequéncias de consumo de equilibrio sdo monétonas. Escreva
um c6digo que encontre o periodo t*(3, 3;) para o qual ¢; — ¢? troca de sinal para
(’s genéricos. Fixe [y = 0.95 e faga um grafico para mostrar t*(J, 52).E|

# Modulos a serem utilizados

import numpy as np # Moédulo para trabalhar com matrizes
import matplotlib.pyplot as plt # Modulo para fazer graficos
beta_2 = 0.95 # valor de beta_2 fixado

# Criando e preenchendo matriz com beta_1l e tx*

tabela = np.zeros([18, 2]) # criando matriz de zeros 18 x 2 para preenchimento
# Loop para preenchimento de possiveis \beta_1l < \beta_2 e t* para cl_t - c2_t
# mudar de sinal (quando c2_t > 1, pois c2_t = 2 - cl_t, no equilibrio)

for i in range(len(tabela)):
tabelal[i, 0] = beta_2 - (i + 1) * 0.05

# Calcular consumo inicial do individuo 2 (c2_0)

t =0

c2_t =2/ (1 + ((1 - tabelal[i, 0]) / (1 - beta_2)) * (tabelal[i, 0] / beta_2) x*x*
t)

while c2_t < 1:

# Como cl_t + c2_t = 2, s6 precisamos verificar se c2_t > 1 ou cl_t < 1

c2_t =2/ (1 + ((1 - tabelali,0]) / (1 - beta_2)) * (tabelal[i,0] / beta_2)
**x t)

t += 1

tabelali, 1] = t

5 print (tabela)

.9 14,
.85 11.
.8 10.
.75
.7
.65
.6
.55
.5
.45
.4
.35
.3
.25
.2
.15
.1

oo

Lo B T e T e s T e T e TR e T e T e R e O e Y e Y e e W e M |
O O O O OO OO O0OO0OO0OO0OO0OOoOOoOOoOOo
e b b b b e e b b b b b L) e e L

WWWd DA EDdMOO OO NN

'E possivel encontrar analiticamente t*(81, 32). Nao é este o proposito do exercicio. Resolva o problema
numericamente.
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# Criagdo do grafico
fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(tabelal:,

0]’

# Cria a base (em branco) do grafico
tabelal:, 1],
’-0’, # Formato da linha e ponto do grafico
label="$t " *(\\beta_1,

# Coluna O no eixo x e coluna 1 no y

\\beta_2)$°’)

ax.legend() # Faz aparecer a legenda

ax.set_ylim ([0, 15])

ax.set_x1im ([0.00,

0.95]1)

ax.set_xlabel (’$\\beta_1$7)

ax.set_ylabel (?$t~*(\\beta_1,
ax.set_title(’Grafico de $t~"*(\\beta_1,
plt.show() # Plot do grafico com os comandos dados

t* (B Bz)

# Descrigdo da legenda

# tamanho minimo e maximo vertical
# tamanho minimo e maximo horizontal

# Descrigdo do eixo x

\\beta_2)$’)

Gréfico de t* (81, B2) por B1

# Descrigdo do eixo y
\\beta_2)$ por $\\beta_1$’)

14 A

1z 4

—a— (B B:)

0z

04

12

[

06

0

# Titulo



Referéncias

Krueger, D. (2017). Macroeconomic Theory. University of Pennsylvania Press.

Negishi, T. (1960). Welfare economics and existence of an equilibrium for a competitive econ-
omy. Metroeconomica, 12(2-3), 92-97.

34



	Lista 1
	[] Definições, Proposições, Lemas e Observações
	[]


